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SEZIONE III. 

RAPPORTO DELLA GRANDEZZA DISCH 

LEZIONE XII. 

La Grandezza discreta rapportala ad un' 
simile per la maniera di superarsi. 

7 .! . • • • : ' . 

1 86. Lìa voce rapporto ci sveglia o V idea della ugua- 

flianza tra le grandezze, o l'idea del come una supera 
altra, o finalmente come una contiene l* altra. Della 
prima si è parlato . nella Sezione seconda : le due altre 
formeranno l'oggetto del vero rapporto in questa Sezione. 

U rapporto non si può formare , che fra due gran- 
dezze omogenee , considerate non secondo il loro essere 
specifico , ma secondo 1 essere numerico di ciascuna. 

. i 167. Chiamo generalmente il rapporto di due gran- 
dezze omogenee Ragione delle grandezze. Due gran- 
dezze, dunque compongono la ragione , delle quali la 
prima chiamo Antecedente , la seconda Conseguente. 
Or se la ragione di due grandezze riguarda la manie- 
ra di superare , la dico Aritmetica ; se poi prende di 
mira il carne una contiene l'altra , la chiamo Geome- 
trica ; e dico Esponente la grandezza , eh' esprime un 
tal rapporto .si nell' una, che nell'altra ragione; per- 
chè mi espone il valore della ragione , il quale nella 
ragione aritmetica corrisponde alla differenza delle 
grandezze, nella ragion geometrica al quoto. 
Così se riguardo di quanto il numero 8 supera il 5, cioè di 
• 3, la ragione è aritmetica, nella quale 8 è V antecedente , 



\ 



4 LEZIONI 

5 d conseguente , c 3 la differenza , c si esprime 8: 
5» , e si legge la ragione aritmetica di 8 a 5. Se poi 
cerco per quanto T8 contiene il a , cioè per 4 , la ra- 
gione e geometrica , e si scrive '8: 4> e si legge la ra- 
gione geometrica di 8 a 4- 

188. Se T esponente segna il valore della ragione 
(§.187) , le ragioni di uguali esponenti saranno uguali; 
così 8: 5=7: 4 per le ragioni aritmetiche; ed 8: 3t=ia: 3 

?cr le ragioni geometriche. 
. Or l'uguaglianza di due ragioni forma te Proporzio- 
ne , o \ Analogia , la quale diressi Aritmetica , o Geo- 
metrica , secondo la natura delle ragioni componenti. À 
formare perciò una proporzione si richieggono quattro 
termini. 

II. Che se le ragioni uguali si combinano in modo, 
che iL conseguente della prima r agione faccia da antei- 
cedente nell' altra , come a : lh=b : c , allora la prò* 
porzione si denomina continua. 

Ili' Finalmente indicandosi dall'esponente il valore del- 
la ragione, se questo valore assolutosi rende relativo, 
senza che camhi di valore, col riferirlo cioè all'unità, 
avremo la data ragione espressa in minimi termini per 
quella dell'esponente all'unità. 

189. Comparisca in termini generali una proporzione 
aritmetica a : b~c: e di cui ne sia d la differenza ; a 
dunque supera b di d , o viceversa; dunque a^=b +d , e 
c=e i.d. Ora aggiungo agli ug u ali gli uguali (§.ia5),* 
ed ho rt-helt^== c "T-^ì^» ed a+eac+f>. Dunque . . . 

TEOR. LX1V. Nella proporzione aritmetica la 
somma de* termini estremi pareggia quella determini 
medj (a). 



(a) Questo è il fondamentale teorema per le proporzioni arit- 
metiche. E dall' essere d=Z:W, secoudochc a è maggiore , o mi- 
nore di b 4. sarà lt=uz Z£ d j dunque ogni ragiouc aritmetica si può • 
enmlmente segnare per a : a^Zd , oppure a : a'ìzd. 
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MATEMATICHE. 5 

190. Ma se la proporzione è continua (§.t88), co- 
me a : b<=zb : c, avremo a-\-c~ib (§.189). Dunque ... 

TEOR. LXV. Nella proporzione continua arit- 
metica la somma de* termini estremi pareggia il dop- 
pio ilei termine medio. 

191. Ridotte così le analogie aritmetiche ad equa- 
zioni (§.189.190) , si può valutare un termine inco- 
gnito , se ne hanno , dati gli altri , con maneggiarle 
come equazioni (§.137). Di fatto 

I. Sia a : &=c: a:, sarà (§.189) a+x=J)+c y ed (§.127) 

Jc=ò-\-c—~a. 

II. Sia a 1 b*=x : c , sarà (§.189) a+c=*b+x t ed (§. 127) 

or=w-f-i;— b. 

III. Sia a : b*=b : sarà (§. 190) a-f-x = a£, ed (§. 137) 

Jc ==i 2b — a. 

IV. Sia a : jc=*x : c , sarà (§.190) a+c^ax, ed (§.137) 
it-4-c 
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LEZIONE XIII. 

La Grandezza discreta rapportata ad un' altra simile 
per la maniera di. contenersi, 

193. Comparisca una proporzione geometrica sotto la 
forma a : 0=^1 e ne sia e V esponente. Or contenen- 
dosi b in a un numero e di volte , sarà a—eb ; come 
c=ed- y e moltiplicando gli uguali per gli uguali (§.135), 
avrò aed=ebc , ossia ad^bc (a). Dunque ..... 

• . . • * « » » 

(a) Qui si è supposto a>4, ma se d<i, «i ha la stessa 
verità. Di fatto se fosse a < b , sarebbe ^ e=je,^ = e; ma cc5 f -' 

1 4 è (ttt bc , , T% ... 

duuque j= 2% ed hj^Td 1 04S,a < * ^ * ;=! * c • Dun< T ie " dorema è 
generale. 



(i . , 4 £ z •ioni • 

TEOK. JLXVL In ogni proporzione geometrica il 
prodotto de* termini estremi pareggia quello de* termini 
medi. 

193. Ma se 1» proporzione è continua ($.188), co. 
me a : b : c , sarà ac—b\ Dunque 

YEOR. &X.VII. Jn qualunque proporzione geo- 
metri 0 ^ continua il prodotto de termini estremi pa- 
reggia la seconda jpotenza del termine medio. 

ig4- La riduzione delle grandezze proporzionali ad 
equazione è un principio molto esteso nella soluzione de' 
problemi («), potendosi così facilmente valutare un termi- 
ne incognito , d^e Abbia una data analogia. Di fatto ..l 

» l,c 

I. Sia a : b^c : x, sarà ($.192) ax^bc ($.127) xzz — . 

de 

II. Sia a : 6=.r : c , sarà (§.192) bxzzzac (§.i37)x= 1 . 

HI. Sia a : b=b : sarà (§.193) ax=b' ($-127) x= -. 

IV. Sia a: x=x: sarà (§. 1Q3) x'^zab^.m^xz^y ab. 

195. Nel $.193 dall'analogia a : 6=c : d siamo ca- 
lati alla equazione ad=bc. Potremo quindi da questa ri- 
salire alla primaria analogia , con fare a primo fattore 
del primo prodotto al primo fattore b del .secondo pro- 

— I . — ...... — r-r* 

(a) Per isciogiiere uu problema bisogna ridurlo ad equazio- 
ne , ma non tulti i problemi ci si propongono con equa/.K Di 
fallo se alla dimauda : Che ora è ? Uno rispondesse : Le pre scor^ 
se dalla metta notte fino a questo punto sono alle ore, che ,4$ 
questo ponto ci vogliono per mesto giorno sa a : 3 , coslui ba 
iìssata l'ora ? ma noi la sapremo dopo la soluzione di un proble- 
ma/Ma dov'è l'equazione? Si ba il problema enuncialo con un' 
analogia ; dunque si riduca ad equazione , e si avrà l' intcnio. Di 
fatto essendo le ore scorse ri , sarà ìa— x 41 residuo sino «1 
mezzo giorno j dunque x : 11 — a =sa :3 ($JQ,2) > 3ar = a4 — 2a: » 

ed au=x^*=»4-f 1 
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dotto , come c secondò fattore del secondo Orodòfto al 
secondo fattore d del primo prodotto. Mar Ib grandezze 
algebriche non hanno valore locale ($.ao). Dunfjud . . . 

TEOR. LXVIil. Due prodotti aguati si sciolgo- 
no in analogia^ con fare il fattole di Un prodotto al 
fattore dell'altro , come V altro fattóre dì qttcéta al ri- 
manente fattore del primo prodotto (a)*; 

196. Sarà dunque un carattere decisivo per l'ugua- 
glianza di due prodotti, qualora ì loro fattori si pos- 
sono sciogliere in analogia (§.ig5) , C per l'analogia 
sarà un carattere di essere stata ben istituita , qualora 
il prodotto degli estremi pareggia quello de'mcdj (§.192). 
Su tal principio potrò sciogliere in analogìa l'equazio- 
ne adiste (§.195), ed in tanti modi, per quante com- 
binazioni mi danno i termini , differenti tulli dalla pri- 
maria data a : b^szc : d , ma che da questa si ricavano. 
Or qui segno due analogie principali , potendosi le al- 
tre a queste ridurre. 

197. 1/ analogia a : fe=c : d itti dà (§.193) ad=0c. 
Sciolgo questa equazione in analogia (§«»95), e faccio 
a: Cz=b: rf, ed i termini sono anche proporzionali (§.196); 
ma questa si può ricavare dalla data , alternando i 
termini. Dunque , . . . 



(a) Questo teorema con quello del 5- »9 a sono • fondamen- 
tali per la teoria delle proporzioni geometriche , maneggiandosi 
con essi tutte le verità di tal genere* Tutto il trattato delle pro- 
porzioni geometriche potrebbe qui terminare j giacché i due stabi- 
liti teoremi esauriscono tutto ciò , che a lungo hanno scritto gli 
autori su questa materia. Qui sarebbe slata mia idea di terminarlo ; 
e questo avrebbe richiesto V ordine che mi ho prefisso. Ma per- 
che vi sono delle molte verità , ohe servono alla Geometria , ed 
alla Fisica , perciò ho determinato porle ne 1 seguenti paragrafi , a 
fine di non ricercarle ne* luoghi non proprj , e per maggior faci- 
liti mi servo sempre della solita analogia a : bz=c il , e della 
di lei equazione adz=l>c nella ricognizione de' termini 
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TEOR. LX1X. In una data analogia sarà alter- 
nando V antecedente alF antecedente ^ come il conse- 
guente al conseguente. 

198. Qui cade in acconcio riflettere * che poten- 
dosi una Grandezza di qualunque specie esprimere con* 
numeri relativi ad un'arbitraria unità, presa nella ri- 
spettiva specie ; se questi numeri si sostituiscono alle 
grandezze in una proporzione , si avranno della stessa 
specie i quattro termini , clic la compongono. Così pre- 
parate alcune analogie , si possono su di esse fare certe 
operazioni necessarie , come sono 1* alternazione , ed il 
prodotto delle grandezze eterogenee. Di fatto se ho uno 
spazio S doppio di un altro s , ed un tempo T dop- 
pio di un altro t , facendo S : r=zT : /, queste grandez- 
ze non esprimono Tessere dello spazio o del tempo as- 
solutamente come tale , ma l'essere di uno spazio dop- 
pio dell'altro, e di un tempo doppio dell'altro (a). 

199. Che se poi sciolgo ad—bc in analogia, facendo 
b : rt=J: c, i termini sono proporzionali (§.192)*. ma 

» 1 . — 

(a) 11 Signor d'Alembert Dynamiquc nota mira. 14. così fa 
intendere questa rilevante verità. Essendo lo spazio , ed il tempo 
di diversa natura , ben si vede , che non si può dividere lo spa- 
zio pel tempo. Quindi il dire, che le velocità sono eomb gli spa- 
zj divisi pei tempi , egli è un dire , che le velocità sonò come i 
rapporti degli spazj ad Utt' istessa comune misura , divisi pei rap- 
porti de' tempi ad un' altra comune misura , cioè che se si pren- 
de , a cagiou di esempio , jl piede per la misura degli spazj , ed 
il minuto per la misura de' tempi , le velocità di due corpi, che 
si muovono uniformemente , sono tra loro , come i numeri de' 
piedi scorsi da ciascuno , divisi pei numeri dc'minuti da ciascuno 
impiegati a scorrerli , e nou come i ficài divisi pei minuti. Ed a 
dirlo più breve colle parole di cui egli si serve nel discorso 
preliminare: dividere gli spazj pei tempi, per avere il rapporto 
delle velocità di due corpi , altro non significa , che trovare la 
ragione, che hanno le parli dello spazio alla sua unità , alla ra- 
gione delle parli del tempo alla sua unità. 
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queste verità si può dedurre dall'analogia data (J. 192) 
colia semplice inversione de termini. Dunque .... 

TEOR. LXX. In una data analogia sarà inter- 
t«ndo il conseguente di una ragione al suo anteceden- 
te y come il conseguente . delV al fra al suo antecedente . 

300. Aggiungo bdy prodotto de'conseguenii^ a'termi- 
ni della ccpwione ad^bc ($.j9a) v ed ho (a+&) </= (c+</) 
b\ e perciò (§^95) d-H> : bz=c+d : d y che chiamo compo- 
rtando , e fatta la ricognizione de' termini, avrò che. • • 

TEOR. LXXI. In qualunque proporzione geome- 
trica sarà componendo l'antecedente più il conseguente} 
al conseguente di una ragione y come l'antecedente 
più il conseguente al conseguente dell'altra-» 

aoi. In vece di aggiungere bd , la tolgo da' termini- 
delia equazione ad=zbc> ed ho a — b: b-=. c — d : d. % che * 
diflcrenza della prima chiamo dividendo. Dunque . . . 

TEOR. LXX.II. In una proporzione geometrica* 
sarà dividendo l\ antecedente meno il conseguente at 
conseguente in una ragione, come t antecedente meno 
il conseguente al conseguente nelV altra. 

, aoi. Ora se aggiungo , o tolgo dalla equazione; 
adssbc la grandezza ac y prodotto degli antecedenti dell 9 
analogia à;£ssc; d y avrò . . » 

I. Colla somma a,+b : a = c-ft/; c , operazione , eh» 
chiamo composizione conversa. 

II. Colla sottrazione a— b 1 arse — die, che dico divi- 
sione conversa. 

HI. Ed invertendo (§.199.) queste due analogie, avrò a ; « 
-\-b =c : c-\-d , ed a : a — b=sC : c — d , deUe quali la pri- 
ma chiamo composizione in contrario , la seconda di" 

visione in contrario , o conversione di ragione (a). 
- ■ ■ > - . 1 

(ti) Il Waliis T- II. Àlgeb- Cap. XIX. cosY esprime UiH' a 
modi divariare un* analogia: Se un antecedente sta al tuo conse- 
guente , come l'altro antecedente al suo conseguente , sarà la ino* 



■ 
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ao3. 'Nello (ine ragiorìi colto stesso conseguente <v, b r 
c: b sia m V esponente della prima , ed n quello della se- 
sonda; sarà «=x«jA, czssnb , ed anb=xomb, ossia an=.cm, ed 
(J.195) w: Tiara r c\ ma m: n la ragione del valóre ael- 
1«' ragioni dato (§.187 ) , ed a : ù è la ragione degli an- 
tecedenti. Dunque ;Uo!I.J» ,1.1 ,\,\ o; 

TEGR. LXXlfL 2>a« nrff/oWi , che hanno fasto- 
so conscguente, sonò come gli antecedenti. • 
• • 304. Sic no due ragioni a: b, c : d espressa da asamb ì 
e dà czzznd (§ .193); sarà aczxmòtidi ed (*§.icp) ac\bd=cmn: 
i \ ma mn; 1 è la ragione del prodotto degli esponenti' 
delle ragioni date all'unità, e perciò (§.188.11 1) il vald*> 
re di una ragione moltiplicata per l'altra , che chiamo 
ragion composta ; dunque anche ao r bd(§. 188.1) espri- 
merà la raghn composta delle dato a : b , o 3 <i e fatta!- 
la •rioognjsione de' termini 7 anohe componendosi prù ra~« 
gioni , avrfc che .... 

«; TEOft. LXX1V. rf* due o più ragioni data si 
thòhfpHoano gli antecedenti , e si rapportano al prò- 1 
dotto de* conseguenti , si avrà la ragion composta del" > 
h ragioni date (a). . 

. : •'.» •jj-.'-' . ' ■ ; f ■ * 1 * é ' ' 1 * *■ • 

' 1 » !.. I | ' 1 ~ 

ma, o differenza degli antecedenti alla somma, o differenza de* 
conseguenti , rome no antecedente al tuo conseguente; e così al- 
ternando , ed invertendo. Parimente sarà la sommi degli antece- 
depli aUa, dilTerejiza di essi t «oro* la somma de' conseguenti , alla 
loro differenza , e ciò anche alternando , ed invertendo. 

(a) Evyi un metodo , per comporre ragioni , di mollo co- 
modo pel calcola % e, di un uso troppo esteso nella Geometria , ed 
è Jl segréte.; 

L Volendo compW à : h con c : d , si feccia a : k=xd : -anj , e 

c.im sarà la ragion composta data- Ch*je poi sj debbono comporr 
rt a :»£, « ; d» e avrò per le due prime c ; m. Compongo quin, 
di nella, «tessa guisa' le due ragioni di c : m ., e 4i e ;f, ed avrò 
layjMig» compia delle date, • . . . • . , , 

II. Or s»? nel fare la ragion composta delle date « : e: rf,r; 
/, g; h , si vuole, che a sia antecedente della composta, si 
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'306. Quindi se i termini dèlta ragion compósta di 
ac. bd si dividono pei rispettivi termini di una ragion 
componente, cioè per un suo fattore, darà l'altro fat- 
tore al quoto. Dunque . . . „ - k » »V< 

TEOR. LXXV. Se l'antecedente di uUa ragione 
si divide per V antècedente di un altra , ed il quoto 
si rapporta al conseguente della prima ragione diviso 
per lo conseguente della seconda , si avrà il quoto 
delle date ragioni , ossia la ragion divisa . 

306. Sieno a J òse : d , b: fendi & ; sarà ($.197) per 
la prima a : c—b : d , t: per la seconda /; t ddk/i g ; ma 
è : </=è : d ; dunque a : cs/ ; g-, ed ($.tcrt) a z fxzo:^, 
che chiamo ragion ordinata delle ilatè. Dunque ♦ Jv ■ 

TEOR. LXXVI. Se in due analogie i conscguenti 
di una sono antecedenti dell'altra, per ragion ordinar 
ta gli antecedenti della prima analogia si pofrìmriD 
sostituire agli antecedenti della seconda. ■ - V. 

a 07. Sieno a : ò=ac: 7 a Jjf =c : g ; bara (§.i^7) 
c=& : a: tejftg; dunque è: <fc=3jf : gi'©^.-'^) a . 1 
f—d : g, che chiamo anche ragion ordinata. Dunque »■#.. 

TEOR. LXXVII. Se in due analogie gli anteceden- 
ti dell' una sono antecedenti dell' altra f per' ragion or- 
dinata i conseguenti della prima si potranno sostitui- 
re agli antecedenti della seconda» • > t a s; 'U »\ i 

308. Sieno a : £=c : d , b 'f^=sg : c ; sarà per In pri- 
ma (§.192 ) adzz.be , e per la seconda bcs=fg ; dunque (rie/ 
=-fg, e perciò (§.195) a : : , chiamo ragion ver- 

.turbata delle aa te. Dunque.. .. a / • At^i. 

faccia fa tal taso caso c : ^ = m , e :/= m; fWfiK| : /*= 

n: — i=s p i e sarà a:p la ragion composta di dato antecedente» 
III. Se poi sì vuole b per conseguente della ragion composta , si 
faccia d : eoe 2~8=a tn r f : essiti : r ^ttanybi%^n»$2&p , e la 
ragione di p :b esprimeia ciò che si cerca. U -, 
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le ragioni a : b , b : c, c : d , d: e , e :/ g , ed avrò 

(§.a©4) abcdcf ' : bcdefgz= a : g. Dunque .... 

TEOR. XiXXXLI. Se fra due grandezze omoge- 
nee date j* introducono quante se ne vogliano altre o- 
mogenee , sarà la ragion composta da tutte , comé 
quella delle due date, 

ai3. Ora supponendo a : b—b : c , avrò tra a , ce 
inserito b ; dunque (§.21 a) rt : c= (a : : c) = (a : 
(« : b)^=(bi^c)(b : c):^' : A 1 =6' : c' ; e chiamando la ra- 
gion de' quadrati ragione duplicata , avrò che ... 

TEOR. LXXX1U. Se tre grandezze sono ' in con- 
tinua proporzione , sarà la prima alla terza nella ra»; 
gion duplicata della prima alla seconda , o della se- 
conda alla terza. 

31 4- Quindi se fosse un numero n di grandezze in 
continua proporzione, si troverebbe collo stesso raziocinio 
la prima* all'ultima, come la potenza n — 1 della prima al- 
la potenza 71 — 1 della seconda, o di questa alia terza ecc. 

a 1 5. Essendo a ; b=zc :d , sarà ad=bc , ed (§. 1 a5) 
a m d m = b m c m ; dunque ($.iq5) a m : b m =c' n : cT. Dunque... 

TEOR. LXXXIV. Se quattro grandezze sono pro- 
porzionali , anche l'eguali potenze di esse sono in pro- 
porzione ; e viceversa , se quattro potenze sono propor- 
zionali, le radici saranno anche in proporzione fra loro. 

ai6. Si è stabilita nel §.au l'analogia di a: b=ad: bd', 
così sarà un'altra di c: d=bc: bd, le quali , perchè hanno 

10 stesso conseguente , esprimo così ad ) . ^ , ed essendo 

bc ) " 

11 loro valore , come quello degli antecedenti (§.ao3), è 
un valore assoluto; che perciò le ragioni cosi ridotte so- 
no suscettibili di accrescimento , e diminuzione , qualo- 
ra tali operazioni cadono su gli antecedenti , e poi si 
riportano al comune conseguente, aftinché il valore asso- 
luto degli antecedeati si riduci a relativo. Ed ad), ^ 

bc ) ' 1 
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sarà la forinola generale per l'algoritmo delle ragioni 
gcomclricbc. Veniamo al fatto. 

317» Riprendo la forinola (jj.aiG) adì ^ 

bc)'' < 

I. Questa espressione è la stessa , che ad+bc ; bd. >>, 

ini 1 

II, Essendo ad±bc : bd ì sarà (§.an)^±c; d. 

he 

IH. E dividendo ad±jbc ; bd per d , sarà a £ -5: b. 

IV. E dividendo per bd , sarà òd ; t. • 

Son queste quattro diverse maniere , per sommare , ò 
sottrarre le ragioni geometriche. 

3 1 8. Considero la formola (§.2 1 6) ad ) , » sotto 1* a- 

. bc) * 

spetto di ad: bd e perciò (§.3o4) . . . . \ ' 
: W 

1. Sara rf<f£c ; b'a", e perciò (§.31 1) aC : bd ragion com- 
posta delle ragioni date a : b , c ; d (§.3o4). 

li. Esseudo ac \bd % sarà (§.211 )-y : 4, ; .;. . 
Ili, E dividendo per d in vece di b , avrò b, 

IV. È finalmente dividendo per bd , avrò^ : 1. 

Ed ecco quattro diverse maniere , per evcre il prodotto 
di due ragioni date, ossia la ragion composta di esse. 

219. Sciolta la forinola del §. 316 nelle due 
componenti ragioni ad : avrò (3o5) 

bc : bd 

•■■ . . • • 

, ad là ad 

L te 1 birre 1 u 



. » 

ri 



• * • 



11. Essendo^ : 1 , sarà (§»3ii) : i=<i</: bc. 



1 :.. } ; 
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___ — v ad ad 

III. E(§.an) rc i i = r : c. 

IV. E finalmente (§.211) : i = ~ : b. 

Queste sono quattro diverse maniere, per dividere le mh 
gioni. Ed ceco ridotto tutto 1' algoritmo delle ragioni 
geometriche colle sue diverse specie ad una forinola ge- 
nerale ad v 



hbd. 



■<|| ; 



t E z ir o N E XIV. 

Unione de* due antecedenti rapporti della Grandezza 



320. La combinazione del rapporto geometrico , ed a<r 
ritmelico forma un terzo rapporto alle grandezze. Sia di 
fatto aritmeticamente a : bz=b : c, sarà (§.189) a+c^zh- 
ed (a+c)Xabc=:2bXabCy ossia a* bc+abc'^ab'c+ab'c, ed 
abe — aoc=zab*c — abc* y ossia ab (ac — bc)=bc (ab — ac), 
ed (§.195) ab: bc—ab — ac : ac — bc. Or questa geome- 
trica proporzione nata dalla proporzione aritmetica è ciò, 
che dipesi Proporzione Musica , perchè di tal combi- 
nazione si serve la musica nelle sue consonanze. 

221, Se quattro grandezze a , b , c , d sono talmcn- 
te disposte , che la prima stia alla quarta geometricamen- 
te , come la differenza della seconda dalla prima alla 
differenza d'ella quarta dalla terza, cioè a : d=za—b\ c — </, 
le quattro grandezze diconsi in proporzióne armonica. . j 

223. È facile ora co' soliti metodi (§. 193. 127) valu- 
tare ciascun termine in questa proporzione. Di fatto csr 
sendo a : d=za — b : c — </, sarà ac — ad = ad — bd , equa- 
zione , dalla quale ricavo i seguenti quattro valori. . 



< > 



iG 

L «ss 



LEZIONI 



Iti 

2<t—C* 



IL * = 



■p m • 



•.'I 



11LC = (2— ?) </. 

v a' 

aa3. Che se poi sono le tre grandezze a , b , e di- 
sposte in modo, che la prima stia alla terza geometri- 
camente , come la prima meno la seconda alta secon- 
da meno la terza, la proporzione dicesi armonica con- 
tinua ; e si avrà a : c=«— b : b — c ; dunque ab — ac= 
aC' — bc , e perciò .... 

. a- 



II. 6= 



2C—0 ' 



.1 i 



a+c * 



i 

, . > 
•»«! 



ì 

sono 



III. Crr 

aa4- Se poi le quattro grandezze a , 6 , c , </ s 
talmente disposte , che. formino l'analogia del §. 331, ma 
colla prima ragione inversa, cioè d : az=za — b : c — t/, si 
diranno esse corìtro-armonicamente proporzionali ; ed es- 
sendo (S.193) de — (t=a* — ab , si valuteranno nella stes- 
sa guisa i' termini ; e si avrà (§.137) 

I. a=-b±V(cd— d'+{l>-). 

n. i=^+„. .«::■..-. 

1 > «• 



HI. c= 
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IV. d=\e±r j C). . ■ 

325. Se finalmente le tre grandezze del §. 223 in- 
vertono la prima ragione dell'analogia , e danno c: a =c 
„ — £ ; b — c, le dette tre grandezze sono iu proporzione 
controarmonica continua \ e formata l'equazione bc — e* 
—a' — ab , si ha (§.127) .... 

h. 

III. c=! 6 +;^( fl 6_„-+ÌA>). 

t 

LEZIONE XV. 

, • 1 

Rapporto continualo della Grandezza discreta 
riguardante la maniera dì superarsi. 

• 

226. Il continuato rapporto delle grandezze, o una con- 
tinua proporzione di esse chiamasi Progressione^ la quale 
sarà aritmetica , se le ragioni componenti sono aritmeti- 
che , e sarà geometrica , se vien formata da ragioni geo- 
metriche. Il segno della prima è -7-, quello della seconda H . 

327. Nella progressione aritmetica dunque, ch'è una 
successione di ragioni uguali (§.226) , se esprimo la pri- 
ma ragione per a : a + d (Nota §. 189), avrò a : a +i=3 
a~t~d: x , e perciò sarà ac^a "1" d-\-a "ti d — a=za~f~ id ; così 
si trova il quarto tennine=r^^3i/; il quinto =ti~+~4d ecc. 

Sarà perciò -7- a : a "j~d : 2 d : a^3d: a + 4</: 

a i(w — 1) d una espressione generale per qualunque pro- 
gressione aritmetica crescente , o decrescente. Dunque.. 

3 
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TEOR. LXXXV. Nella progressione aritmetica 
ogni termine dopo il primo pareggia il termine, che lo 
precede , più o meno la differenza della ragione , se- 
condo che la progressione cresce , o decresce. 

i 328. Italia ispezione dulia Ibi mola conosco, che cin- 
que Mino i suoi ti unenti ; la differenza cioè , che chia- 
mo d ; il primo termine p\ 1 ultimo termine u ; il nu- 
mero de' tei mini n ; e la somma di essi, che dico $. 
Dunque tutta la dottrina delle progressioni aritmetiche 
si ha in un prohlema cosi enunciato : Dati tre dò! cin- 
que elementi, clic compongono una progressione arit- 
metica , valutare gli altri dite. Cinque sono d un qui Ju 
formole , che debbo rintracciare. 

339. A ciò eseguire , rifletto sulla forinola generale 
(§.337), ed in essa vedo le differenze moltiplicate succes- 
sivamente per una continua serie di numeri naturali, i 
quali nella propria sede pareggiano il numero determi- 
ni meno 1 , ossia n-^i; dunque ciascun termine, fuori il 
primo, sarà espresso pcr/>-f-(n — \)d\ ma ogni termine del- 
la progressioni può essere ultimo, e perciò —u\ dunque... 

I. u—p-±_ (n — t)d. 

IL p=zu+(n—i)d. 

(*— 0 

IV. 

In una progressione aritmetica la somma degli estremi, 
ossia del primo ed ultimo termine b —p-j-u; ma di que- 
ste somme ve ne sono tante , per quanta è la metà del. 

numero de' termini ossia dunque hi somma totale è . . 

... 
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23o. In queste cinque espressioni , ove ve Jesi il 
«loppio segno , si avverta ... * 

I. Che il segno -f« marca le progressioni crescenti , e '1 
seguo — le decrescenti. 

II. Che i risultati cosegni positivi indicano , che la pro- 
gressione è crescente; quei che hanno i segni negativi, 
fan vedere , che la progressione è decrescente. 

III. Che essendo composta ognuna di queste cinque for- 
inole da quattro diversi elementi, isolando questi in ciascu- 
na di esse successivamente , ci daranno venti problemi, 
che si possono proporre stille progressioni aritmetiche. 

a3 1. Analizzo la forinola $.227, e vedo, che la dif- 
ferenza comincia dal secondo termine , e che questa ha 
per coefficiente sempre un numero aritmetico uguale al 
numero determini meno l'unità, ossia a n — 1. Dun- 
que .... 

I. Nell'ultimo termine, che chiamo m nimo ; ^ il coeffi- 
ciente sarà = TBr — 1. 

II. L' ultimo termine dunque sarà espresso (§.229.1) da 

u ss pil { m — 0 d, 

HI. Quindi u—p = ±(m — \) d. Ora marcando d la 
differenza costante della progressione, e segnando m — I 
il numero delle ragioni , ossia le volte, che questa diffe- 
renza entra nella data progressione, è chiaro, che (rn — i)r/ 
valuterà in uno tutte le differenze , che entrano nella; 
data progressione ; dunque la somma delle differenze 
in una progressione aritmetica pareggia la differenza 
ilei primo dall' ultimo termine. ' . 

IV. Siccome ogni termine, fuori l'ultimo, fa da ante- 
cedente nella progressione , ed ogni termine , fuori il 
primo , fa da conscguente ; cosi è chiaro , che s — u 
esprimerà la somma di tutti gli antecedenti , ed s — p la 
somma di tntt' i conseguenti della progressione. 

232. Dati due limiti a , b , volete fra questi inserir» 
vi un numero il di medj proporzionali aritmetici? Di- 
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«corretela così: qui tutto consiste a determinare Pcsponcn- 
.tc della progressione ; dunque suppongo compiuta la pro- 
gressione colla interposizione de termini n tra a, b\ ed il 
numero de' termini sarà n+a-\-bz=:n+2 (a), ed il nume- 
ro delle uguali ragioni , o delle uguali differenze dell'in- 
tera serie pareggerà il numero de* termini interposti più 
i, ossia n-f-i , e la somma delle differenze sarà 1 1) 

* — / >es '; (ffi — i)^> e dividendo questa somma delle 
differenze per n+i , numero delle diflerenze delle sc- 
u — p -f-(m — i ) d 

rie , avrò n _^_ x esponente , o differenza del- 

la progressione cercata. Dunque .... 
Sarà -Z2 una formolo, generale per V interpolazione de' 

termini intermedj in una progressione aritmetica, dati 
il primo e V ultimo termine. 

a33. Vengo al fatto. Sostituisco alla forinola i ter- 
mini dati (§.a3a) , ed ho ^^7=^7; dunque la progres- 
sione richista è ($.aa 7 ) a : a±%£: a±i X C -^: . . 

Or se il cocfiìcienle del numeratore in un termine pa- 
reggiasse w-f-i , resterebbe quel termine=^"r-/> — a~~rb % 
c sarebbe 1' ultimo termine della progressione. Dunque. 
Cessa V interpolazione de' termini in una progreti ' 
aritmetica , ove il cocjjicicntc del numeratore p< 
già il denominatore. 



SS lori e 

ireg- 



(n^ Essendo n il numero de' termini , a il primo , c perciò 
«no de termini della progressione , b i" ultimo , e perciò un altro 
termine, sarà l'intero numro de termini espresso da /» -f-i-f-s 
— n -J- 2. 
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LEZIONE XVI. 

Rapporto continuato della Grandezza discreta 
riguardante la maniera di contenersi, 

i . . . : ' . . ! • i t ' ■ • i ». 

a34- La continuazione di più ragioni Geometriche n- 
guali(§.326)forma h progress ione geometrica. NeWa. ragio- 
ne geometrica a: b di esponente e, posto a>£, sarà bcJ^aik 
se fl<&, sarà b=ae. Volendo dunque far progredire queste 
ragioni , farò nel primo caso a : f > ed x^: ^ ; nel- 
la stessa guisa si trovano gli altri termini , ed a vr<> \% 

a a a a /e ? \ : . ' — . 

serie a : - : -s : t : -r. . . ecc.==( 5.07 kr: ae- : ae— *: ae— 

e c e • Vi , v ' i>y. > '»« ' ; ' " n 

«e - *" 4 ecc. E nel secondo caso avrò a : ac—ae\ jc y ed 
e la progressione sarà a ae : ae 1 : ae' : ae* ecc. Combi- 
no 1 due casi della progress ionQ. , ed" avrò per essi 

4-i 4-» -t- 1 . . 

H n: ae— : ae— : ae~ : ae~ ecc. espressione generale'pet 

Qualunque progressione geometrica , nella quale il primo 

del doppio segno neU* esponente indica la progressione" 

crescente , e '1 secondo la decrescente. Dunque . . . 

TEOR. LXXXVI. Nella progressione geometrica 

ogni termine dopo il primo pareggia il prodotto del 

termine antecedente nell'esponente della progress ione(à). 

a35. In queste progressioni cinque elementi ci con-» 

ino; il primo termine, che chiamo p ; V ultimo u; il 



corrono; 



i/. :.. .. .':•> , 

(a) Questo teorema c generale tanto per la progressione cre- 
scente , nella «piale l'esponente è un intero , quanto per la de- 
crescente, il cui esponente è un frattò. / . « « 



p 

i 
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numero de/ termini ; 1' esponente e ; e la somma r. 
Quindi cinque sono le forinole, le quali si determinano 
subito , che sicno dati tre elementi di ogni progressione. 

*36. Potendo ogni termine della progressione essere 
iiltimo, e, ^c4e^4o„ die Vospanetitc- in ciascun termine 
è elevato alla potenza che indica il numero de' termini 
meno uno , sarà ... . 

I. u^pe 

p » 

IV.± w =t-f^( fl ). 

Or siccome ogni termine, fuorché l'ultimo, e anteceden- 
te netta progressione , ed ogni termine , fuori H primo, 
«((ConségueDte ; cob! la somma di tutti gli anteceden- 
ti fari [espressa da s— ti , e quella di tuli* i conseguen- 
ti tf*V- p. Dunfjire ($.210) sarà s — u : s— p =a : ae~ , 
Qdov£»if9*tf sae ~ ~*uae'~ est as — ap ; così •( §. 137) 

*!:'>»:' ■+-■ 
*t f . mie — rtp T . 

.roe « — drjcrttrtc" ~ri/>, ed — — — * . Dunque . . . 

. v • . » 4*1 

(a) Per valutare in questa formola l'esponente n della espres- 
sione, si c tloyuJo, necessariamente ricorrere ai. logaritmi : ma per- 
rtiè 1 ordine pori*, che di questi se ne parli nella Lcz. XIX ♦ 
perciò per-non fatt Vuoto in questo luogo r mi sou contentalo di 
dare il semplice valore di n , riserbaudouii la dimosU'azione di es- 
so nel $• 3o5« 
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. zZn.. Quiudi facilmente si deduce . . . 

I. Del doppio segno esponenziale il primo si adopera per 
le progressioni crescenti , e'1 secondo per le decrescenti. 

II. I risultati positivi indicano la progressione crescente;, 
i negativi la decrescente, S ,.( 

III. Essendo ogni formola composta da quattro diversi 
clementi , colla sostituzione di ©gnunq di essi i* ogni 
formola si combinano venti formo£e\ ■ - s 

IV. Analizzando la formola del £. 234 > osservo la pòt- 
tenza dell'esponente e in ogni termine essere n — i ; 
dunque nell'ultimo termine sarà = m — !• 

V. Dunque il termine m" imo di una progressione sa- 



■m 

rà pe — • 



VJL Se nella formola del §. a34 e o=i, la progressione 
resta nelle potenze del suo esponente e. 

238. Dati due limiti a , b , volete fra questi inserir- 
vi un numero » di raedj geometrici proporzionali ? : Di- 
scorreteli! così : ogni termine della progressione pareg- 
gia quello , che lo precede , moltiplicato per l'esponente 
della progressione istessa ; dunque essendoci noto il primo) 
termine , che fa da precedente al secondo , il ttJ*|o sta a 

valutare V esponente. Or questo (§.2r36lrti) è=Tj^ J 
ma il numero de* termini della progressione n è ==»•+■<* 

-\-b = ji-\-i+i=n+2 ; dunque l' esponente = V - =s . . • 

P 

y - —V~ - grandezze tutte note che perciò sa- 

p a • 

rà il secondo, terraine a |T £ of^g*^! «■ (S* 3 ») "•••{ 



f ; e cosi trovando gli a U« teiWÙiii l|l ,si ! ayfl:ìk.W 



< 



a4 LEZIONI 
progressione intercalata tra a , b essere ...... 



. ■* é . +b. Formola : generale per P intercalazione de.' 
medj proporzionali geometrici fra due date grandezze. 

a3g» Ora se l'esponènte di « è uguale a zero , si avrà 
•u°t±z i (§.36), ed il termine radicale resta colla grandezza 
b ; ma b è l'ultimo termine dato per ipotesi ; dunque la 
formola cessa da se stessa di progredire, quando u°. 



LEZIONE iXVII. 

1 

Successione della Grandezza discreta. 

* . »»«••*»• 



1 _ . 



p4°* v'.ali NnuE unione di grandezze simili , delle 
quali scarni) involinoli lo le une succedono alle altre con un 
certo ordine, e con una comune costante legge , è ciò, 
efie citiamo Serie. 

Le serie ,che nascono, e naturalmente si svolgono daU 
Jc grandezze algebriche 

I. O sono quelle provenienti dalla evoluzione delle po- 
tenze algebriche di un binomio qualunque (/^+7)*'(S-79)> 
o ;da un infinitinomio (§-8i) ; • , 

J» ;•• . *j II 1 « ".*".«"* * •' • • * *n» ***** " 

II. O dalla evoluzione di un radicale qualunque f^(<H-6)"= 



(à+b) 5 (J. 9 3) ; 
ìli. O finalmente dalla evoluzione di una frazione alge- 
brica qualunque p+- Y = A 1 (^i/) - ' '• % 

La prima deriva dal maneggio della formola (p**l"7) w (§\8i), 
P dall'altra {p-\-pq) m (.§ .ì>3) ; la seconda o nasce dal- 
le formole del. binomio , o da certi particolari metodi, 
che or ora svilupperemo; la terza, finalmente dalla succes- 
*Vi4 divisioBé, 1 o da; nitro elegante metoào , che fisseremo. 
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MATEMATICHE. *5 
Evoluzione de' Radicali. 

a4 1 • Per determinare altri metodi alla evoluzione de* * 
radicali, suppongo la grandezza radicale a di esponente m, 
la sua radice prossima r, e p la parte sconosciuta, che ag- 
giunta ad r mi dà V esatta radice. Tutto il metodo 
dunque consiste in valutare p. Sarà perciò a zz(r-{-p) m z=. 

r w W>+wX (^p) r*-y . Trascuro gli altri termi- 
ni , perchè maggiori di p* quadrato della parte scono- 
sciuta , ed avrò a — r m =mr m ~' p+m (— ^— )r*~ > '/i's=LB : 

divido l'equazione per mr m ~\ ed avrò quindi m/ jf-, + 



^ a -fe . Dunque tt j! u -r >p per la picciolissima 
ne (-£7- )/>'. Divido di bei nuovo la stessa equazione per 

mr"*- +m(^)r B - J p, ed avrò m ^, +m( ^ )r ^ = 



mi jn ~ -f m (— ^— ) r p mr ) /j 

stituisco nel denominatore di 2? in vece di p il di lei va- 
lore> deficiente di un pieci olissimo disprezzabile rotto, ed 

mr m | »*-»^"» valore da aggiungersi ad r, per aversi 
1' esatta radice di a , eh' è il primo metodo. 

4 
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a4a. Divido l'equazione ($24i)mr jm ~'p+m(^) r m ~y 

= .Bpcr i» ( r" 1- ' coefficienU di j>' , ed ho . . . . . . . 



*==.'),— H?=i)^- <"(==^— 



p compiendo il quadrato, avrò (§• ^T^'+i^X+^^ZT)» 3 

w( J^-^ (^zry • c q uindi ^ ± - : • • 

y { (J-xf **+ -~r t * ^5=.)» valore da a gg iu ngersi ad 

r , per aversi ¥ esatta espressione di a , eh* è il secon- 
do metodo. 

343. Se dalla espressione 1/* (tt*"tyj?'^ vado col so^ 
Jito metodo estraendo la radice (§.93) , avrò l'evoluzio- 

ne di ^ (a'+jf'Jzra ± — — ^5 00 , che sareb- 
be il terzo metodo per la evoluzione de* radicali. 

• 

Evoluzione delle frazioni Algebriche. 

p44f . Per isvolgerc in serie la frazione algebri- 
ca ^qp^ , metto in opera 1* ordinaria divisione. Divido 

fi' J>er Jf±/ , ed ho j (§.33) , primo termine della se* 

a y 

rie , e per residuo ZJT -y ; divido questo per x±y , ed 
}}p per secondo termine della serie -j? , e cosi proce- 
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• • • • 

dendo , ho i termini della serie — -j? +"Jr I£ . . . 

"^4" + • • • ecc. = -A- 

a45. Or se nella serie trovata (§.a44) ^ ossc / < \ x % 

cosicché * fosse una frazione propria (§.38), trovandosi 

nel denominatore della serie le x colle loro potenze eleva- 
le sempre ad un grado di più, che non sono le y nel nu- 
meratore , avremmo i termini seguenti successivamente 
minori dc'precedenti; e perciò la serie, perchè diminuisce 
ne' suoi successivi termini, sarà convergente. 
Di fatto si vede ciò chiaramente , sciogliendo la serie 

(S.244) ne'suoi fattori ( £*7 ^ $ + 

• • . . ecc. ) 

Per una contraria ragione è chiaro, che se y> x, Ja 
serie sarà divergente. Se finalmente r=x, si avrà la 
serie equivalente alla data frazione. In questo ultimo 
caso bisogna mutare la forma al denominatore, per non 
avere delle serie illusorie, o false. 

240. Essendo -£^±za* (.rjHj-)— ', e svolgendo colla 

forinola (§.81) il binomio (x Jt/) - ' , e moltiplicando 

ógni termine per a 1 , si avrà anche con un tal metodo 

la stessa serie del §. 244 • 

247. Mi propongo a svolgere in serie la frazio- 
ni A 

ne* gqpgg * Suppongo b _^ mx = A-\-Bx+ Cx*+Dx\ . . ecc. ; 

e liberando dal denominatore Pequazione, avrò 

a=:Ab+Bbx+Cbx % + Dbx>+ oo. Ora affinchè ab- 

Amx+Bmx % +Cmx*+ oo 

f>ia luogo questa equazione, bisogna, che posto il primo 



Digitized by Google 



26 LEZIONI 

termine Ab uguale ad tutti gli altri termini del se- 
condo membro restino uguali allo zero. Per ottenere ciò, 
bisogna paragonare allo zero i coefficienti delle potenze 

di x, e si avrà a=Ab ì ed Az=.^\ Bb +Am = o , e B = 

Cb=-B m=+ 7 ; , c C=2£. .\ . 

Così dopo le soluzioni di primo grado, fatte le solite sosti- 
tuzioni, saranno determinati i coefficienti cercati ; quindi 

y a & am i om* t ttm 
avro b4^nZ ^ ^ ~P~ X ~~!F~ X +CCC == 

~( i- ^ + + .... ecc.)(a). 

Evoluzione delle Frazioni Continue. 

248. Chiamo Frazione Continua quella , il cui deno- 
minatore viene successivamente formato sempre, e poi 
sempre da un intero unito ad un fratto; ossia che questa a f- 
fczionc vada all' infinito, o si faccia fermare ad un dato 
termine. Si suole a tali frazioni aggiungere una gran- 
dezza qualunque <r, e V espressione generale di esse h . . . 




ecc. 



(a) Questo è il metr.do ùV corfficitttli indeterminati di lau- 
to uso nelle Matematiche. L'u tal metodo si applica nou solo 
alla formazione delle potenze di un binomio , o di un infiniti» 
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MATEMATICHE. 19 
Problema Diretto. 

a49- Il Problema diretto consiste in determinare la 
serie corrispondente ad una data frazione continua. 
Por iscovriie la legge della serie, sciolgo la espressio- 
ne (§.248) fie* suoi termini , ed avrò . . . 

a a -|- » a + * « + « » 

c c-i. « 

,7 

ossia a « T ; * + * -Jc^T 0 

c 

(afo-f-a-f-c) rf* -f- <i£ -4- 1 

— c^+ry+À — ecc - D unf i ue • • • 

TEOR. LXXXVII. Ciascun termine della serie nata 
dalla evoluzione di una frazione continua, nella quale i 
numeratori sieno l'unità, pareggia nel numeratore il 
numeratore del termine ultimo , moltiplicato per una 
nuova grandezza, più il semplice numeratore penulti- 
mo; e nel denominatore pareggia similmente il deno- 
minatore del termine ultimo, moltiplicato per la stessa 



noraio , ma ben anche alla estrazione delle radici. Di fatto sia 
V (a*— 6") ss A + Bb x -f- Cb* -f Db 6 -f- . . . ecc-, quadrando, e 

paragonando i termini omologhi, si ha y (a * — b 1 ) =3 a — ~ ~ 

■j^s — ecc. Vedi Eulero Introduzione ecc. T.I. Cap. IV. 
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nuova grandezza , che ha moltiplicata il numeratore * 
piti il semplice denominatore del termine penultimo. 

a5o. I numeratori deUa frazione continua possono 
essere o unità (§.248)» o grandezze qualunque. Com- 
parisca perciò la frazione contiuua espressa da . . . , 
M .... 

c _|_ ecc. 
a M ab+M M 

èd avrò, come sopra, a= - \ a + b = — i a -TJZ£ A~ 

c 

d • 

bcd+Nd+Pb {bc+N)d+bXP 

ecc. 

ecc • eoe 

eh* è la legge, colla quale procedono i termini della se- 
rie, nel caso che i numeratori sìcno numeri qualunque. 

a5i. Non così facilmente però comparisce la legge, 
colla quale progrediscono i termini della serie, con cui 
si esprime il valore di una frazione continua , della 
fratte i. numeratori non sieno unità. Per «covrire una 
tal legge , scrìvo la serie trovata ($.a5t), e metto per 

primo termine di essa la grandezza - , la quale quan- 
tunque non nasca dalla frazione continua, pure mi si 
permetta di assumerla, affinchè possa formare il secondo 
termine della serie, e rendere così più chiara la legge 
del suo cammino. Aldi sopra di ciascun termme situo 
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MATEMATICHE. 3* 

successivamente a, b , c , , ecc. , che chiamo indici 
superiori , e sotto gì* indici segno le òf , iV , P , (>, 
ecc., che dico indici inferiori presi dalla frazione con» 
tinua data , ed avrò .... 

• 

i a ah + M {ab+M)c+aXN {abc+aN+ Mt: )d+(ab+M)P 
o'7> A 1 ÙXc+iXN 9 (bc+N)d+6XP 
AfiV P Q R 

Ecco pronta la legge espressa nel seguente • * 

TEOR. LXXXVUI. Di una serie esprimente il va- 
lore di una data frazione continua , i cui numerato- 

ri non siéno unità , ogni termine \ posto il primo ~* 

e '/ secondo - , pareggia nel numeratore la somma de* 

prodotti del numeratore del termine antecedente^ o ul~ 
timo nel suo indice superiore , e del numeratore del 
termine penultimo nel suo indice inferiore; e nel dei 
nominatore pareggia la somma de prodotti formati 
dal denominatore del termine antecedente nelV indice 
scritto di sopra , e dal denominatore del penultimo 
nelV indice scritto di sotto (a). 

25a. Or se queste frazioni si continuano sino a che 
si esauriscono gl'indici della frazione continua, allora 
Y ultima frazione segnerà il giusto valore della frazione 
ponti nua. Dunque delle frazioni antecedenti 1* ultima da^ 

■ 1 — — — — i 

(a} Collo stesso artifìcio, col quale si è scorerlo questo teo- 
rema , si può anche scovrite quello del j.^'j, con preparare la 
serie nella seguente maniera .... 
a b c d 

o > 7' "Tr" » i?p "i ecc - 
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rà sempre un valore approssimante. Ora per considerai 
re 1' approssimazione al vero valore della frazione conti- 
nua, mi metto a valutare le differenze delle frazioni ri- 
trovate. Suppongo perciò il valore vero della serie = x, 
ed è chiaro dalla \olgar teoria delle frazioni, che .... 

i > x , - < x , n+7 , >x > e cosi alternativamente un 
termine maggiore, e V altro minore di x. Lascio il ter- 
mine - , perchè (§.25i) assunto, e non dedotto dalla fra- 
zione continua: e valutando la differenza tra la seconda, 
e terza frazione, la trovo=t= ^ ; la differenza della quar- 

te dalla terza è =ì ; quella della quarta 

dalla quinta = (7 ^^_ ecc. . U valore 
dunque della frazione continua del J.a5o si esprime per 
la serie solita de* termini in questa guisa x re a + -y — 

MN . MNP 

V&+!ty (bc+wcj+Nj+Pò) — Ccc * 8CMe > chc ,n 

ogni caso s* interromperà , sempre che la data frazio- 
ne non andrà all' infinito. 

a53. Quindi facendo a = o , affinchè la forinola 
esprima una pura frazione continua (§.348), si avrà una 
serie convergentissima, chc dopo pochi termini giugno 
al vero valore ; purché però i numeratori della data 
frazione continua sieno grandezze costanti, ed i deno- 
minatori sieno numeri interi positivi. 
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Próbletha Inverso; ' ' 

» 



a5 



4- Il problema inverso consiste in cercare la fra- 
zione continua corrispondente ad una data serie. 
Sia dunque la serie data espressa per x—A—B-\-C—D~\- E 

— Fece, corrispondente ad jc= ^ ,-77—7-7-+ ecc > sar * 
^ = T , .Quindi 4=:$ , ... .{ 

jo^. a/ìv ir " i 

r _ c _ ^ Pb 

{bc+n){i,cd+*ìd+i>t>) "E^bcd+Nd+Pù 

nd=ccc, T =. . . ecc. , 



Af = Ab E finalmente A/ = Ab 



4 A ■ - t * — ^ jf 

p= Cd(bt+N) n _ ACcd 

KB-C) • . ~~ {A+-&)(B—CY 

_ De\bcd+NdrrPl>) É n Bbdc 

V (Ac+iV)(C-Z?) V - ( tf_C)(C_Z>) 

ecc. ecc. «i •* * 

355. Essendosi vaiatati i numeratori kiN.P.fy 
ecc. restano a valutarsi i denominatori a % b,C t d ecc., i 
quali però bisogna , che li preudiamo tali dalla natu- 
ra della serie , che essendo essi numeri interi , esprima^ 
ho anche innumeri interi i numeratori. Si faccia dun- 
que bzzi; c=A—B; d=B—C; e=C—D ecc., de'qualf 

5 



:i4 dizioni 

valori fatte le sostituzioni nel v • 5 \ sì ha la cercata fra* 

zioue continua corrlspouejcu^ uUa data serie, cioè. . . 



A 

B 



a56. Sia x ss g fratto volgare , o decimale espresso 

a modo di volgare , nel quale A*> B ; fo sopra di esso 
T operazione della massima comune misura (§.46.) , e 
chiamando i quoti a, 6, c, <f ecc., e i rispettivi residui 
Af, iV, P, @ ecc., avrò per la natura della divisione . . , 

A=*B+M Quindi 5?=a+f : 



B=bM+N + * Onde f= 1 



M—cN+P -=c+ - 



JV * iV 4f~ P 

E fatta la sosti Unione , avrò ...... 

,;«» li' : • . • . • 1 ' 



e 
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Volendo thmifoè segnare il valor* di cori i quoti in- 
terro , pi, à ect: aitò. . 



». • ■ » 



- ! t ! «• ì? :»•! i 1 1 ** + 1- ' 

Ecco come qualunque frazione ordinaria si può con ve r- 
tu o ,w oontuitra. 

357. Vengo al fatto, e cerco la frazione continua 

corrispondente al rolto 1 cui numeratori sieno uni- 

ta. Istituisco 1* operazione del massimo cormm divi**-*, 
sostituisco a' valori a , b , c , d i quoti , èd attè . . . 
t4»M • 

»-f! 

a .|. ecc. 

a58. Che se la frazione è decimale , come } 2 = 

i42i356= , fatta la stessa operazione, >si ha 

1 00000000 

(a) Con questo metodo si può speditamente maneggiare il 
problema trattato dal Wallisio , nel quale di una frazione di mol- 
te cifre cerca il valore il pili prossimo f che si può avere per 
matto di rolli, di poche 0àfss> 11 Signor De-la Grange ha molto 
estesa lèi teoria delle frazioni continue , come ai può vedere nel- 
le aggiunte faite 'alP Algebra di Eutero. Si legga anche lo stesso 
Eule7o nel Cap. XVIII. della „*rod..zion« ais'aoakni deglMnfitìflr. 
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3^9. Per dare un'applicazione di queslo metodo £ 
cerco il rapporto della periferia del cerchio ai raggio, 
ossia di p: r. Preso il raggio come unità, il numero de- 
cimale della periferia è 3, 1 4 1 5c)36535/. . ecc. con 129 
altre figure. Or qui altro noti dee farsi , che cambia- 
re il dato decimale in frazione continua. Per comodo 
del calcolo maneggiato il decimale con le prime trenta- 
due figure ,• si hanno le seguenti frazioni - , -^"x J~q » 

ecc. Là seconda di queste frazioni dà il 

rapporto del diametro alla periferia = 1 : 3 , rapporto 
di cui non se ne può dare più approssimante in numeri 
copi, [ inoli. Le altre frazioni, perchè segnate con nu- 
meri più grandi, si avvicinano più al vero valore (a). 

LEZIONE XVIII. 

Termine generale , e Sómma delle Grandezze 

in successione. 

"< ' ì 4 • 
260. Così nascono tutte le serie della evoluzione delle 
grandezze algebriche. Bisogna però distinguere le serie, 
delle quali può aversi la vera somma, dette perciò som- 
mabiliy dalle serie, delle quali non si ha la somma che 
^ ■ 

(a) Di queste frazioni la seconda , cioè — , segna Y esprcs- 

355 

sione di Archimede aa: 7 p» />: r, la quatta — , pssia 355: u3=^ 

j». r,spg«ia impressione di Ale zio, la qt.ale talmente si approssima 

al vero valore, che il di ki errore è minore di gfcrójfl^ jM 

altri; Jraaiopi sono alleroalivamcnte una maggióre > k l'altra mi- 
nore della vera. 
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ìper approssimazione , chiamate perciò non sommabili' 
U esatta applicazione del metodo , che esporremo , di 
cui son capaci le prime , non già le seconde , ci farà 
distinguere le une dalle altre. 

atii. Delle serie sommabili le più usale ne' calco- 
li sono .... 

I. Le Serie Aritmetiche dette così per l'analogia, che 
nella formazione hanno colle progressioni aritmetiche ; 
e queste o hauno le prime differenze costanti, ch'è la 
differenza de* termini successivi; o costanti le differenze 
delle differenze prime , ossia le seconde differenze \ o 
costanti le differenze delle seconde diflerenze, ossia le 
differenze terze; e così le quarte, le quinte, le w* im * : é 
eli ia mando serie aritmetiche di primo ordine le semplici 
progressioni aritmetiche, chiamo le altre serie aritme- 
tiche di secondo , di terzo , di n rsil »° ordine (a). 



(rt) La serie naturale i , a , 3 , 4 » 5 . . . m è di primo or r 
«Jine: le secoiule póleuze eli m ibi mano ima serie di secondo or T 
dine , cioè i , 4 • 9> §6, »5 

3 , 'j , n , 9 prime difft reme- * 
2 , a , a seconde differente costanti. 
Cos'i le lene polente di m formano una seiie di terzo ordine : e 
generalmenle le potenze n di m formano una serie .ninnolici 
di ordine /»• Quindi Ja forinola A-^-Bm-\-Cm* -\-Dm l -f- . . . Um'* 
rappresenterà tutte le serie aritmetiche (ino all'ordine n, cioè Bm 
rappresenterà un termine qualunque delle serie aritmetiche di pri r 
ino ordine; C'm' rappresomela quelle di secondo ordine', Dm* 
quelle di terzo ordine; ed Um" quelle di ordine n\ cosicché A-\-Bm 
rappresenterà la serie aritmetica di primo ordine; A-\-Bm-\-Cm* 
quella di secondo ordine , e cosi innanzi. Dal che si vede , che 
le progressioni geometriche, ed aritmetiche ( Ler. XV. XVI.) so- 
no nella più alta teoria serie di primo ordine. 
Or se ia dottrina de-lle priii.c , seconde, terze ecc. differenze del- 
le serie numeriche si applica alle graudezze lineari fino alla loro 
costante differenza, s>i otterrà la soluzione di un celebre problema 
geometiico : Determinare V equazione alla curva segnata sulla 
carta con un tratto di penna comunque. 



3.1 LEZIONI. 

II. Tj; Serie Geometriche, così chiamale anche per l'ami- 
logia , che nella loro formazione hanno còlle progres- 
sioni geometriche; e perchè queste vengono anche forma- 
te da Ir addizione de' termini analoghi di più progressióni 
geometriche, perciò si diranno di primo ordine le sem- 
plici progressioni geometriche: quelle poi che vengono 
formato < tali' addizione ile' termini analoghi di due, di 

*T tre, di rt progressioni, si diranno Serie geometriche 

d» secondo , di terzo , di n ordine (a). 

III. Le Serie Composte Analmente sono quelle, che na- 
scono dalla combinazione «Ielle. aritmetiche, e geometri- 
che- San dette perciò serie Aritmetico-Geometriche , 
e, Vengono espresse dalla forinola ( A-\-Bm-\-Cm % -f- . . 
i . C/m") la quale vien composta da diverse serie arit- 
metiche all'infinito, e da qualunque serie geometrica. 
In questa serie la somma degli esponenti dell' ordine 1 
delle due serie forma 1' esponente dell'ordine della serie* 

IV. Tutte le serie poi , nelle nuali i termini sussc^ 
gucnli vengon formati da' precedenti , ri spelli vanente 
moltiplicati da grandezze costanti , si chiamano .Serie 
Jìicorrenti (b). 



(a) Se ili P , Q , li . . ecc. rappresenti ciascuno tìn dato 
diverso numero , ma base di una progressione geometrica , «ara 
pm j Qm ^ Rm ecc> j a p l 0 g ress i 0 „ e «fo esponente m. Or dan- 
do a ciascun termine il coellìcicnte indeterminato , rappresente- 
lamio essi indctermiuatauieulc qualunque termine m di diverse 
progressiouj geometriche. Quindi nella immola AP m -^-BQ m -^ 
CR m \- • • • ecc. chiamando n il numero determini, rappresen- 
terà essa successi* amente le serie geometriche di numero n : vale 
n dire che se »=i , il primo termine AP m rappresenterà serie 
geometriche di primo ordine. Se /i=3a, rappresenterà AP m -\-BQ* 
serie geomctriclie di secondo ordine- £. cosi del resto. 

(b) Il Sig. Moivre e stato quegli , che ha dato il nome d* 
ricorrenti a tali serie. Daniele Bernoulli nel T. 1IL de' Com. 
dell' Accad Petrop. fa vedere 1 u»o delle serie ìieorrenti per la 



» 

* • 
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MATEMATICI! E. 3g 
Sèrie Aritmetico- Ricorrenti. 

funziorìc di m tale , che se per m si «cri- 
Mino successi va men le i termini della serie naturale 
i, 2 , 3, ^ , dia successivamente 11 primo, 

il secondo, il te rio , ¥ m<* tmo fermine «Iella "serie data; 
dicesi Termine -generale della Serie (a). 
Una funzione parimente di m tale , che 9e invece di 
m si sostituiscono successivamente i termini 2,3... 
m della serie naturate , dia successivamente la sommii 
de* primi due, de' primi tre , de' termitai m della serie 
data; chiamasi Somma generate della serie. 

a63. Quindi è chiaro, che il termine generale di 
qualunque serie (Not.262) pareggia la somma di tutti 
i termi ai di essa sino ad rn inclusivo, meno la somma 
di tutti i termini, in< 1 visivamente il termiuc m — i. Dun- 
que chiamando S la somma de' termini m , ed s la 
somma de' termini m — 1 , sarà T=S — x. 

264* Esamino ora la serie Arn-^-Bm^Cm* . . . . ecc. 
I. Sé Sz=Am y e cerco il valore di s\ sostituisco m— 1 in 
vece di ir», ed ho s=sA (ni — 1 ) — Am — A\ Dunque (§.aG3) 
T=*S- * 4 m — Am+Az=A , valore privo di m ; dun- 

— — — — — — 

ricerca delle radici in una equazione di qualunque grada. Eule- 
ro nel Cap. XVII. T. I. Intro- all' Anali*, dell' Infiu. appliet 
anche questo metodo con molla eleganza alla evoluzione delle 
radici dell' equazioni , incominciando dalle proprietà delle serie 
Scorrenti. 

fa) Da ciò si deduce , che il termine generale di una serie 
è sempre Y ullimn ; e potendosi hi serie fermare in ogni termi- 
ne , ogni 1 ormine di essa può esser termine generale. Cosi della 
serie A \- Api + Ap s* -|- Ap* s s -f ecc. nata dalla evoluzione 

dei fratto -~ il termine generale è Ap m s* ; giacche se ad m 

si sostituisce successivamente la serie de' numeri naturali comin- 
ciando dallo uro , si hanno i successivi termini della serie data, 
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que la serie è di grandezze costanti A i A , ^ ecc. ; 

la cui somma c la stessa Am. 

IL Se SszAm-\-Bm' , sostituendo m — i ad m , avrò .te 
^-/f+Am+B—2Bm+Bm' , e T=S—s—Am±Bm'+A 
—Am—B+iBm—Bnì'=A—B+-xBm ($.a3). 
Sostituisco la serie de'numeri naturali in vece di in, e 
supponendo iw=i , lio T=zA — B+iBXi=A+B ; fa- 
cendo m^=2 , ho T=:A— B+*BXaz=:A+$B ; facendo 
7n=3., ho T=A—B+*BXl=A+5B , e così del re- 
sto. Àia A-\-B , A+5B i A+5B ecc. è una serie arit- 
metica di primo ordine (§.261.1) , la cui differenza co- 
stante è ai?. Dunque la forma del termine generale di 
questa serie dev' essere A — B+2B/n y di cui una parte 
A— B è costante , ed un'altra è moltiplicata per la li- 
neare m , cioè iBm ; ed in questo caso la loro somma* 
sarà espressa da Am-\-Bm % . 

III. Se S=Am-\-Bm*+Cnf , fatta la stessa sostituzio- 
ne di m — : , si ha T=$ — s~A — B-\-aBm-\-C — "ÒCm 
■j-ZCm* ; e sostituendo i valori della. serie naturale 1, 3, 3, 
4,5, ecc. (JJ.aGa) , avrò che al termine T corrispoibdc 
A+B+C, À+ZB+jC , A+5B+igC ... ecc., ciré una 
Serie aritmetica di secondo ordine (§.a6i.i) , la cui se- 
conda differenza costante è 66\ 

a65. Quindi stabilisco due canoni generali per là 
pratica , cioè .... 

I. Che le serie aritmetiche ricorrenti di órdine n han- 
no per termine generale una fruizione di m , nel tju.de 
Hi trova ra innalzata alla potènza ti. 

II. Che la serie, che ha per termine generale una fun- 
zione di m, nella quale m è innalzata alla potenza nj 
lui per somma generale una funzione di m, il cui mas- 
simo esponente è n-f t . 

a66. Ecco la facile generale applicazione di questi 
due metodi. 

J. Se di una, serie a differenza «**•■«•« costante si cerca- >V 
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termine generale; si prenda indeterminatamente 7==^-}- 
lìm+Cm' + Dir? + • • • • Um n ; si faccia successivamente 
m Uguale ai numeri della serie naturale 1, 3, 3, ecc.; si 
faccia il successivo paragone dell' indeterminato T col pri- 
mo, secondo, terzo ecc. termine della data serie, e si avrà 
un numero di equazioni usuale alle indeterminate in T. 
Quindi dedotti i valori di queste indeterminate y/, B , 
C, D ecc., si sostituiscano in 7*, e si avrà il termine gene- 
rale richiesto. II. Trovato cosi, oppure dato il termine ge- 
nerale di una scric a differenza tt eJma costante, se si cerca 
la somma generale della medesima ; si prenda indetermi- 
natamente S = Am^-Bm 1 -\- Cm' + . . . . Uni" ; si fac- 
cia la sostituzione di ni — 1 in vece di m (§.3.63), per ave- 
re il valore di T—S — j ; si paragonino le parli di questo 
T colle rispettive del termine dato, e si avranno tante 
equazioni > quante sono le indeterminate di' J*, i va- 
lori delle quali sostituiti in S danno la somma gene- 
rale di quella serie , della quale e dato , o si e tro- 
vato il termine generale. 

Serie Gcomclrico-Ricorrenli . 

367. 1?br le serie gcomelrìco-ricorrenti sia S=.AP m —A. 
Sostituisco m — 1 in vece di m , ed avrò s~AP m ~' — A% 
dunque (§.363) T=S—s=JP' n —A—AP" l ~ 

AP» ~AP-^ AP ^- AP ' H ~^= A ^P« .... 

268. Questo termine generale nell'atto clic ci pro- 
pone una serie geometrica di primo ordine, ci la vedere... 
I. Che qualora ci è dato un termine generale , di cui 
i fattori componenti sieno uno della forma P"\ e Tal- 

• tro della forma P ~ 1 ^ , la serie , cui appartiene , c 

di primo ordine. 
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II. Che paragonando al solito i dati fattori componenti 
coi nostri indeterminati , si avranno i valori di A , e 
./■' da sostituirsi in S , a lunchè si ubbia la somma. 
HI. Che se si cerca il termine generale , data la serie 
geometrica , deesi paragonare P indeterminato !Tcoi duo 
primi termiui della serie data , e si avrà il valore di 
/ e?da sostituirsi in T ì per aversi il termine generale, 
269, Si è avvertito nel $ a6i.ii., che le serie geo- 
metriche di gradi superiori sono un aggregalo di serie 

feometriche di primo ordine. Dunque .... 
La somma de' termini generali delle serie compo- 
nenti dark il termine generale della composta, 
II. Dato il termine generale della composta , la somma 
delle generali somme delle sue parti sarà la somma, 
generale della composta data. 

370. Ma qual è il metodo per trovare il termine 
generale delle serie geomctrico-ricorrenti ? La legge ài 
tali serie si conosce , subito che sono dati i moltiplica- 
tori de* termini P , Q y JR , ecc. precedenti il termine 7\ 
che si cerca. Ora chiamando di questi moltiplicatori p la 
somma, che accompagna il secondo termine ($.»55); 9 
i prodotti a due a duo , che accompagnano il terzo ter- 
mine ; r i prodotti a tre a tre , che accompagnano il 

auarto termine .... ecc., i quali entrano nella formazione 
.ci termine generale T=zAP ni +BQ' t +CK" + , . . ecc.; 
tutto si riduce a separare da'prodotti p , q , r , , . . . ecc. 
le grandezze.?, Q ì i?, ecc. che debbonsi sostituire in T*. 
Ciò facilmente si ottiene con chiamare oc il valore di 
ciascuna di queste grandezze , ed m il loro numero; on- 
de avrò x'" —px m ~ x -f qx" 1 " — rx' n- ' -|- . . . . ecc. = o. 

Quindi si determinino le radici di questa equazione, e 
6Ì avranno i cercali valori. 
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S^t.Se delle serie aritmetico-geometriche si cerca il 
termine generale , l'operazione è simile all' anteceden- 
te (§.370). Chiamo p\ q\ r 1 ce. i coefficienti, che accom- 
pagnano le indeterminate , e formo l'equazione , come 

sopra(§. 3 7 o)x m — p'x n ~ ' x m ~ 1 — T J JC m '~ -f». . . . ecc.— o: 

trovo le radici di questa equazione , c le sostituisco in 
5T, ed avrò ciò , che si cerca. 

373. I due principj stabiliti nel $.269 per le serie 
geomctrico-ricorrenti di grado più- elevato del primo si 
applicano facilmente alle serie ricorrenti aritmetico-geo- 
metriche. In queste però si adopera la somma , o molti- 
plicazione delle parti determini , e delle somme genera- 
li , secondo clic si trovano esse serie forniate o dalla 
somma, o dalla moltiplicazione delle serie componenti (a). 

Serie Interrotte. 

273. Se di una scric continuata X, si prendono de' 
termini ad uguali intervalli t , e se ne forma una serie 
Y , questa Serie è quella , che chiamo Interrotta (b). 

374- ^ r H 01 è chiaro , che per aversi il secondo 
termine di Y bisogna lasciare un numero / di termini 
dopo il primo termine di X\ dunque il secondo termine 

di Y è il termine ( 1 +/+ 1 )"''"•» di X (c). Per avere il 

(a) Delle serie noti ricorrenti chi ne vuole una precisa noti- 
zia , legga il Commentario del 1*. Riconti. 

(b) Indicherò da ora innanzi sempre per X le serie conti- 
nuate | e per Y le interrotte , U quale nomenclatura userò anche 
nella interpolazione delle seiie- 

(c) In questa foratola la prima unita indica il primo termi- 
mine di X lasciato. Segna noi t le sedi tolte , e t -j- 1 indica le 
sedi tolte, più la sede di A, eh' è segnata in K- 



1 
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terzo termine ili I" , bisogna lasciare un altro numero 4 

di termini in X ì cioè H-i, dopo il termine (i+f+i-)*»'* 0 j 

onde sarà il terzo termine di (i-H-N+£+i) m, '"'»= ••. 
(3 t+3)" imo di X; così il quarto di Y sarà = (Sf-r^)""" 0 
di X\ e generalmente il termine m ,simo di ysarà= ..... 
((ni — 1) / -f m ) fsim ° di X Dunque .... 

TEOR. LXXXIX. // termine m""»<> A* ima serie 
interrotta Y è ((w — i ) t+m) es,nto della corrispondente 
continuata X. 

a^5. Ora chiamo m la classe del termine m r,im ° di 
J3T, ed m' quella del termine m etimo di ed avrò (§.3-74)- 
m' = (/7J — \)t-\- m = mt — t+m^sz w — t ; ed iso- 
lando m y avrò /?» = -7^7. Dunque . . .. 

TEOR. XC. // termine m tiimo di una serie con- 

tinuata X rieri espresso da della corrispondenn 

le serie interrotta Y(n). 

376. Quindi il problema generale in questa teoria 
così en un eia lo . . . 
Data la legge di una serie interrotta qualunque 0 arit- 
metica , o geometrica , o comunque da queste due 
tomposta , trovare T , ed S della corrispondente con- 
tinuata. La soluzione n' è facile , subito che si sa la 
legge. Saputasi questa, cerco T , ed ideila serie Y % 
considerandola come se fosse continuata , ed in vece di 

m sostituisco in ambidue il numero (§.2^5) ed a- 

vrò il Z*, ed S della scric continuala X. 



(a) Si awcria , chi 1 nelle due Corniole de' §§.i-]$.'ì']5. m , ed 
tu' segnano io stesso uiuucro , e t'accento su ìii un m sì « po- 
Ho solo per distinguete f in della sciie continuala dall' m dell* 
Kfie ioilcrroiu 
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377. Vengo ni fallo. Tolgo due successivi termini 
dalla sei ic geometrica continuata f, 3, 4, 8, 6^ 
tee, e ne l'ormo L'interrotta I, 8, 64 ccc - -Posta dunque 
la legge della sepie interrotta, e posto aoehe noto il nu- 
mero C de* terni ini lasciati Bella continuata, per formare 
V interrotta, eureo S , o T della ermi innata. Conosco il 
termine generale della interrotta ==8" ,— '; sostituisco dun- 

que "7j_t" C§ 2 7^) in vece di m , ed lio cUe il irniniu- 

"*» TO-f-<! _, 

generale della serie continuata è 73=8"*"' 



1 m — t 

# a srS' 3 . La stessa operazione si faccia- per ò\ 
e si avrà detcrminato il 7 1 , c la ricercata (u) v 

Interpolazione delle Serie. 

278. Dico interpolare una socie, quando fra due qua* 
lii(u|iic suoi termini v' inserisco un numero r di ter- 
mini intermedj , che conservano tra essi la stessa leg- 
ge de' termini della data serie {b). 



-T— <- 



(a) II. Goldbacchio negli ani di Lipsia 1720 assegna altre 
formule per la determinagioiie della somma , e del termine- gene* 
rale delle serie. Io però in questa teoria delle Serie non ho volu- 
to perdere le tracce del P. Biccati nell' insigne Commentario <U 
Scric/nis ncipientibus summam algebricam , aut exponenlialrm* 

(li) Il primo a proporre il celebre problema delle interpola- 
la/.ioni è staio il Sig. Mouton nel 1670. I più celebri Geome- 
tri conoscendone F importanza in tutta la Matematica si accin- 
sero a scioglierlo, ea illustrarlo. Ned T. 2. p. 180- dell' A c- 
cad. Petrop. si trova Y analitica solution» di Miyer. L' Aba- 
te La-Ciille nello scolio della P» I- Sez. !• Attron- riduce a. 
più semplice forma le formole di Mayer. Il Newton ha riJot- 
K<> alla Geometria lo stesso problema nella sua Aritmetica Uni- 
Xexs.de Probi. Geora- 53 , 5b" , 61 , e nel Lem. 5 della 
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379. A stretto rigore dunque il problema della in- 
t erpolaziooe è una parte (ri) del problema delle serie 
interrotte ($.373.) Ora per l'interpolazione delle serie 
aritmetiche di primo ordine abbiamo la forinola nel 

a3a ; come V abbiamo ^>er le serie geometriche di 
primo ordine nel §. 2.18. IS'oi dunque qui ci proponia- 
mo la soluzione del problema così enunciato .... 
Interpolare tutte le serie di ordine n di qualunque 
genere sommabili o non sommabili^ purché se ne pos- 
sa Jìssare il termine generale (b). 

380. Vengo dunque alla soluzione del problema. 
Chiamo m la classe , che occupa in X qualunque ter- 
mine r\ indico per to' la classe, che lo stesso r occupa 



ronda continuazione del lib* 3. princip. esemplifica questo melo- 
dò , quantunque ne dia la sola soluzione* L'Ermanno nel!' ap- 
pendice alla Foronomia , e '1 Craigio nel trattato delle quantità 
fluenii Io mettono nel suo aspetto. Si possono anche consultare 
le Seur e Jacquier ne' Commentar) al secondo libro de 1 principi 
di Newton ne' numeri 75, 76, 77; il Cotes de Cale. diff. Newt., 
ed il celebre Stirling verso la Une dell'egregio trattato sulla in- 
terpolazione delle 6erie. 

(a) Ilo detto una parie , perche la serie continnata , che si 
Torma dalla serie interrotta , nou c propriamente la serie interpo- 
lata, giacche in tutto colla interpolazione si cercano i termini 
11 (x -Hi) -f* 1 ; ma col termiue gcuerale della serie continuata si 
trovano tulli gli altri termini alt' infinito , per cui il problema 
della interpolazione è meno generale di quello delle serie inter- 
ro ite. 

(b) Prima di venire alla interpolazione delle serie , bisogna 
distinguerne attentamente la specie , affinchè si possa valutare il 
vero termine generale , per quindi avere gli esatti termini inter- 
medi. Che se poi non si può determinare a quale classe appar- 
tengano , «i è convenuto maneggiarle, come se effettivamente fos- 
sero di quella specie , alla quale più si accostano. De La Lan- 
de Accad- Par. anno 1761 p- ed Astr. 1. > \ ha dimostra- 
to elegantemente , che pei calcoli astronomici bisogna ricorrere 
alle medie aritmetiche proporzionali. 
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in ed c chiaro, che », m' segue ranno qui numeri 
sempre diversi. Ciò posto , così la discorro : 
Le serie X oltre de* termini di Y contiene di più tutti 
li t£**ù di t omessi , per formare Y. Dunque in Y si 
contengono i termini (m-<]) esimi di X\ vale a dirocchile 
gli rn' ""'" di .Tsono gli (//* — q)"ùni Ji X ; ma (§-^7<>) gli 
tu' * '""* di Y sono gli ((/»' — i) t ■\-m'y****àÀ X; dunrjiM» 
gli (/»— di X sono gli (ini' — i) della stesso 

X Quindi è, che m — qzs(m — i)t + m'=zm' t—t-\-m'\ 

ed m' )+7^//»+/ , ossia *»' -f 7^7=^7 * il nu- 
mero cioè di m 1 +7^7 pareggia il numero , che sosti- 
tuito in TY dà il 7 cercato. Ed ecco comesi trova 
il termine q«fa* de' * interpolati tra il termine m" lM0 y 
ed (to+i)'"* 0 di una data, serie Y (a). 

■ ■ - ■;»> 

(a) Gardiner nelle sue tavole logaritmiche stampato m Loa, 
dia 174*1 '' ue La-Lande Accad. , ed Astronomia Lib. i \ uuv\. 
3 i-ji ci presentano due elegantissimi metodi per 1' interpolata nv 
delle serie aritmetiche sino alle leize differenze inclusive. Gardinei* 

chiama a ciò , che per noi nel *8o e, -, dice ( ciò , oh« 

per noi i , e segna le differenze prime , seconde , e ter- 
ze de' oumen dati per d* d" d*". La grandezza da aggiungersi 
al termine mwW, per avere il termine cercato , è per Je secon- 
de differenze =; (ti'-L a , e per le terze è =s {diJ^L- -J- 
( A+A»)) a ' 

De La-Laude poi chiama p quello , che per noi nel $.a8q è 7, fa 
corrispondere m al nostro f -f- 1 , chiama d la differenza fra il 
tenniue «len/no, ed il lenniue (m-f-i)^"»*), tra i quali cerca il /?««»»<>, 
e segua le differenze seconde, e terze de' dati termini per d' , a . 
Quiudi stabilisce la grandezza da aggiungersi al termine m^umo , 
per avere il termine cercalo , essere per le seconde differenze 
■ f'~ m ss''* 1 d p'—*"'^ rfi 



hi 



— , c per le terze =/> - -f p ^ X — . 
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LEZIONE XIX. 

< 

Trasformazione delle operazioni della Grandezza 

Discreta. 

a8i.Ii. nojoso calcolo nella moltiplicazione, c divisio- 
ne, nella formazione delle potenze, ed estrazione delle 
vallici de'n'umen troppo grandi, ha fatto immaginare mi 
melario, col quale la moltiplicazione si converte insom- 
ma; la divisione ai cambia in sottrazione; la formazione 
rieffe potenze si eseguisce con assai corte moltiplicazioni; 
c T estrazione delle radici passa ad una facile divisione^). 

aSa. Tutta la teoria consiste in un problema cosi 
e nunciato: Trovare l'esponente variabile z della potenza^ 
t n i innalzando la grandezza costante a t sia a 3 = y nu- 
mero dato. Qui odi tv, che z pareggia una funzione del- 
la variabile^. Questa funzione dij^, alla quale è ugua- 
le 2 qualora siasi posto a* = y è quella, clic dico Lo- 
garitmo di fi e lo segno con 1; è sarà z = \jr. Chiamo poi 
Base Logaritmita la grandezza costante a\ la quale quan- 
tunque arbitraria, pure deve essere maggiore dell'unità^). 

a83. Essendo (§-3G) a°c=:i, sarà Osali Dunque. . 

TEOR. XCI. Qualunque sia la base logaritmica^ 
sempre lo zero è logaritmo dell' unità. 

a84- Quindi si valuta subito la base logaritmica 
per quel numero , il cui logaritmo è =: r. 

a85. Or se y > i , essendo a n —\ , sarà y > a" , c 
(§.a8a) I W> > o , cioè grandezza positiva. Dunque . . . 

TEÒR. XCII. /logaritmi delle grandezze mag- 
giori dell'unità son positivi. 



(/i) Nepero Barone Scowese immaginò questo trasformazioni j 
e lingn», ed Ulacq ne costruirono le tavole per le opera/ioni. 

(b) (Questa è la più netta c vera idea, che si posa dare di:' 
logaritmi. Leggasi EùIc.'j T. I. , C 6 Intro. Analis- *lnf« 
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28G. Se a< 1 , sarà 5 < 1 , ossia < 1 , e ($ a8a) 

= — 1= (§.37) 1 Dunque 

TEOR. XCIII. / logaritmi de' numeri positivi , 
ìfia minori dell' unità , son negativi (a). 

287. Se poi questi numeri minori dell'unità fossero 
negativi, allora i loro logaritmi sarebbero immaginari (b). 

288. Sia x=a\ cdu=aa*, avrò (§.28) ujr=ui x +* y e 
laj=x-f-z=UH-l/; ma nelle tavole a* logaritmi 

corrispondono i numeri. Dunque .... 

(a) Quindi i logaritmi negativi soli logaritmi delle frazioni , 
come i logaritmi positivi KML logaritmi de 1 numeri interi. I calco- 
latori delle tavole astronomiche, e trigonometriche sonno Y imba- 
razzo , che recano i logaritmi negativi- Il P. Boscovich in una 
tua memoria intitolala Mttodo di evitare i logaritmi negativi di- 
re : « Si otterrà facilmente questo fine , se al logaritmo di qua- 
» lunque frazione se ne sostituisca un altro , il quale nasca da 
» un' aggiunta , che se gli fa, senza che questa aggiunta turbi il 
» calcolo; ove si badi a quello, che si è aggiunto, per tenerne 
>• conto al luogo debito ». Egli Ta consistere tutto il metodo in 
questa proposizione : Si pub supporre , ohe il logaritmo deltuni- 
tà sia- ro^, che chiama gran logaritmo, come può vedersi in 
delta memoria. 

(h) Nel Tomo II- pag- 069. dei Commercio epistolfco tra 
Leibnitz , e fiernoulli si legge la grande controversia pei logarit- 
mi .delle- quantità negative. Il primo sostiene essere immaginar), 
, ed il secondo li vuole reali. Nel in$6 , e 1747 si suscitò con 
lettere la questione tra d'Alembert , ed Eulero , stando il primo 
per BernouHi , e'1 secondo per Leibnitz. In conseguenza di ciò 
Eulero diede nel t^Si una memoria nel tomo . di Berlino pel 
1749, e d' Alembert ne diede -un'altra nel primo tomo de' suoi 
opuscoli nel 15 01.. Il Waltnesley nelle memorie di Berlino del 
17^5 dimostra le stesse forinole dell'Eulero. Il Cav. di Foncenèx 
sostenepdo la sentenza del Leibnitz nelle memorie di Torino del 
1759 dimostra con un terzo metodo le forinole dell' Eulero. Si 
legge anche qualche cosa su tale questione ne' 1 a Commentar} del 
P. Sc*rre4k^,^bWica4i uW l i,#6. j v . 

* . 



r )0 LEZIOSI 

TEOR. XCIV. // prodotto di due numeri dati è 
quel numero, che nelle tavole corrisponde alla som- 
ma ile logaritmi de' dati fattori. _ 

389. Essendo y—a\ u=a x , sarà a*~ r ; e per- 



ciò saràl^ = la'— =(J.a8a 8— =lj— lu ; ma nelle 

tavole a' logaritmi corrispondono i numeri. Dunque ... 

TEOR. XCV. // quoto di due numeri è quel 
numero , che nelle tavole corrisponde al logaritmo del 
dividendo, meno il logaritmo del divisore.^ 

390. Se •> sara ZZ= ^I 1 cosl se . a " == / , ! , sari 

lr"=ns sfflr ; ma ne ^ c tavole a* logaritmi corrispon- 
dono i numeri. Dunque .... 

TEOR. X.CVI. La potenza di un dato numero di 
dato esponente è quel numero , che nelle tavole cor- 
risponde al logaritmo del dato numero , moltiplicato 
per V esponente dato; 



n 

m 



391. Dal $.290 si ha \jT^ìj; ma Xf—XVj' 

(§.87) ; dunque 1 V f = ^ *, ma nelle tavole tC loga- 
ritmi corrispondono i numeri. Dunque .... 

TEOR. XCVII. La radice di un numero dato di 
dato esponente è quel numero , che nelle tavole cor- 
risponde al logaritmo del dato numero di dato espo- 
nente, diviso per l'esponente della data radice. 

392 Quindi farà 1 jT xy^^* ™\T xy è un 
medio geometrico proporzionale tra X, ed/ (§.iq4.iv). 
Dunque ... 

TEOR. XCV1II. Jl numero medio geometrico pro- 
porzionale tra due numeri dati è quello, che neUe 
tavole corrisponde alla semisomma de logaritmi (te 
numeri dati. 
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Costruzione delle Comuni Tavole Logaritmiche. 

393. Sb l'esponente variabile z si va successivamente mo- 
dificando su dia in guisa, che formi una progressione arit- 
metica ($. 336), si avrà a% a\ a\ a\ a\ a\ a', a? ... 00 
progressione geometrica (§.334). Suppongo la base a=io, 
ed avrò, i, io', io*, io 5 , 10*, io*, ecc., ossia 1, 10, 
100, 1000, 10000 ecc.; e perchè s=Jy, quando a 
sarà perciò o = Ir, t = la' r= lio'= lio, 3 = la' = lio'^= 
li 00, 3 = la 5 = 1io f =1iooo ecc. Abbiamo così i logaritmi 
di 1, io, 100, 1000 ecc., ma non de' numeri interincdj, i 
quali son desiderabili. Or le grandezze intere tra a", a', 
tra a", a 1 ecc. debbono formare con queste una progres- 
sione geometrica, ed i loro Esponenti o , 1, a, 3, 4 una 
progressione aritmetica; dunque dovendosene tra o, e 10 
interpolare 9; tra 10, e !oo interpolare go ecc., trove- 
remo gli esponenti di questi tra o, ed 1, tra 1, e 3,tra i, 
e 3 ecc., i quali saranno frazionar]. Ecco la grande necessi- 
tà cr* introdurre le frazioni decimali; ed affinchè queste 
fossero anche omogenee cogli esponenti de' limiti 10, 160 
1000 ecc., gli esponenti di questi si buttano anche in 
fratti decimali ordinariamente con sette cifre , cioè, o, 
0000000= li ; 1 , 0000000 = lio; 3, 0000000 =? li 00 ecc. 

34) \. Per fissare il metodo , col quale ricercar si 
possono i logaritmi de' numeri intermedi , mi propon- 
go a trovare il logaritmo di b tra i limili a , ed a*. 

Tuli' i numeri interpolatili tra a* , a i debbono con quésti 
formare una progressione geometrica (§.393); dunque 
($.194. iv.) cerco il medio proporzionale geometrico, ed 
avrò H a\ Va\ a\ i logaritmi de'quali sono (§ ^3> 

3,- , 3. Oj se b = a % , il suo logaritmo è altri- 
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menili sarà b ira i limili di <i* , V~ a f , o tra i limiti 
ili ^ rt 3 , a 8 ; in tulli due i casi si cerchino i medj pro- 
porzionali geometrici , ed i loro logaritmi, ed i limiti 
sempre più si avvicineranno, finche falla la loro diffe- 
renza minore di qualunque data, il numero proposto si 
confonderà co' limiti; e perchè i logaritmi de' limiti ci 
son dati, si avrà perciò il logaritmo cercalo di b (a). 

295. Con questo metodo trovati i logaritmi de* nu- 
meri primi, e moltiplicando questi stessi logaritmi pera, 
per 3, per n ,. si avranno i logaritmi delle potenze se- 
conde, terze , 7i tf,me (§.290) ; come si avranno i loga- 
ritmi de* prodotti colla somma de' logaritmi de' fattori 
($.288) , e così si evita la noja del calcolo. 

296. Ora rifletto su di ciò, che si è stabilito nel 
5. 293 , c trovo .... 

I. Che ogui logaritmo vico composto da due parti, da 
. un numero intero cioè, la cui mancanza vieti supplita 

dallo zero, e dalla parte decimale slaccata dalla pi ima 
con una virgola ; di queste chiamo Mantissa la parie 
decimale , e dico Caratteristica la parte intera. 

II. Che nelle tavole i logaritmi tra i numeri 1 , e 10 
sono tra lo zero, e 1* unii;'»; quei de* numeri tra 10, e 
100 si contengono tra l'unità, c 'la. Quindi la carattc- 



(a) Se si cerca il logaritmo «li 5 , si operi tra, i limiti i , 
' V io; ossia tra 1, 000000, e 10, 000000 si cerchi uri medio pro- 
porzionale geometrico A , e di :qucsto si prenda il Jogarilmo; il 

2 naie pareggia la scruupmma de' logaritmi di 1 , e 10 (£.292). 
i trotfi un altro medio proporzionale geometrico tra A y e 10 , 
che dico D , e se ne prenda il logaritmo ; si continui cosi , fin- 
che si trovi , che il medio geometrico proporzionale sia il richie- 
sto 5- Se ne prenda il suo logaritmo (£.391) , e posta la base 
logaritmica =3 10, si avrà 15= o, 698970, ossia prossimamente 

5r=io . Questo fu il metodo pel computa de 1 logaritmi 

volgari tenuto da Btiggs , ed Ulacq nel registro delle tavole lo- 
garitmiche. * 
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rìstica contiene sempre tante unità meno una, per Quan- 
te sono le figure intere nei numero, die a lei cor rispon citi: 
III. Dunque di un numero intero si conosce suiito' hi 
caratteristica del logaritmo corrispondente, ed alcoutrario 
dalla caratteristica di untato logaritmo sì Conósce subito 
quante figure debba avere il numero, che gli corrispondi; 



Uso delle Comuni , Tavole Logaritmiche. t > T 

1 . ■ ' . '•..»' i-, * \ » i »■»"«•*" •• ' i 1 'I 
— ^ - : . : • i.'..s ì|M . - ( - » , • < i •> il m.i " : . •. »!•■•." ii> 

397. (Costruite le tavole, il loro liso e di trovare i lo^ 

Santini de' numeri dati , o i nunteri corrispondenti a* 
ati logaritmi. Or questi numeri o sono nelle tavole, 
c basta riscontrarli ; -o sono maggiori «di : tinelli , che 
sono nelle tavole', é si ritrovano colia guida t delle ta- 
volo istesse, o che i detti numeri sieno interi , o de- 
cimali ,;o parte interine parte (loeirnalp.' , > r ì 

398. Volete il logaritmo di un decimale Qjualunciue 

o, 3647? discorrete cosi: 0, 3&j7 = (§.6^) ^7~~~"Ì dun- 
que (5.289) lo, 364*7 =i B647**- li 0000; Squali- riscontrati. 

nelle tavole «la imo ti 1 , 56l935S — f 4 OOOÒOOO Op£ 

— 0 , 438o64a* : i' S ( ' ■ ! i>. 

399. Volete il logaritmo di nn numero parte inte- 
ro , e parte decimale 36^7 , 093 ? Discorrete così : il 
logaritmo di questo Stimerò 4 tra "lì ììfòfa i; * ' che netfs 
tavole :h 3= 31, .o6.i 9 35Sv e tra il 1364fi.=^3;^6ao548. 
Or la differenza de' numeri è i, e quella, de' logaritmi 
è= o, 0001 190 ; dunque se coli* aggiungere i l al nume- 
ro 3647 v ' en agg» unl ° °i 0001 190 al suo logaritmo ; 
V addizione di o, 093 allo stesso numero 36^7 mi jdarà 
il numero da aggiungersi al suo logaritmo, il qiulè es*- 
sendo un quarto geometrico proporzionale, si trovi co- 
me nel $.194.1 , si aggiunga, c si avrà 13647, 093== 
3, 56rq' f R8. ' ' * 
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300. Volete il Ioga ritmo di un numero intero maggiore 
del massimo numero delle tavole, e sia I3647093? Discor- 
rete cosi : 3647093 = (3647 , 093) (1000) dunque, sarà 
13647, o93-hliooo=3,56i9468-f-3, 0000000=6,561946". 

301. Volete il numero, che nelle tavole corrispon- 
de al logaritmo dato 6, 5619468? Discorrete così: del 
suo decimale 5619468 trovo il prossimamente decimale 
maggiore nelle tavole, ed il prossimamente minore, ed 
ho pel primo 562o548 , c pel secondo 56 19308 , la 
differenza de' quali è 0001190. Quindi dico: se aggiun- 
gendo la differenza al logaritmo prossimo minore si de- 
ve aggiungere l'unità al suo numero; aggiungendo al 
Ioga rilmo stesso il decimale o, 00001 10, diticrcnaa della 
mantissa data dalla prossima minore, quanto si dovrà 
aggiungere al suo numero corrispondente? Si trovi il quar- 
to geometrico proporzionale, e sarà 3647, 0000-+-0, 0934 
= 3647 , 0904=3647092, 4> (<0 numero cercato. 

Uso de Logaritmi nella soluzione dell' Equazioni. 

3oi. "Vi sono dell' equazioni , che di loro natura sot- 
tra £jro risi dalle comuni le^jgi dell 4 Algebra, e facilmente 
si sciolgono per mezzo de logaritmi. Di fatto se cerco 
il valore di x nella equazione a = 6, farò lo* =16 ; e 

perciò ($.390) oc\a=\b , ed x = — . 

3o3. Se si cerca U valore di x nella equazione 

' ytx— > farò (§-290) mxla — (/i«r-J-i) li = ltf ì ossia 

( mU—nìb) x=]</-lZ>, ed x= --—-ft^)^ • - 

■ r *— 1 - ■ ■ — . ' J— 

1 , 

(a) F wudo 6 la caraneristica Ac\ dalo logariinto il Dumeto 
coni^pondeute deve conicucre ielle ligure (5.296.11.) 
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3o4- Comparisca l'equazione sotto la fórma^— = 

H *~ p ; e sarà (§.2g4-a95) /»16— ~. 16— *mMc=sudq-- -pty; e<J 

ordinando l'equazione, sarà (m\c-j-lq)x* — (nl*47>l^)x= 
— al*, ossia 1 (c m q)x* — 1 {Wq^x^ — 16*, equazione di se- 
condo grado deficiente del terzo, termine t la quale 
maneggiata , come nel §.i36, dà il valore di x. 

305. Se nella espressione e — / ^ si cerca valuta re 
n, avrò (§.291) lc= z^ fv ^- ■> e (+/*— 1) le = lu.— \p. 

Dunque i n=i-h— r-^> eh' è la dimostrazione del, va- 
lore di n assunto nel $. a36. num. iv. 

306. Sia a c =6, e si cerchi x, sarà (§.390) c x 1« 
16 , ed xlc + r a=V b , ed 1W *~ 



le le 

307. Sciolta 1' espressione * * \ — — si avrà . . * 

aia + 41* + T — — ch ' è U mtiodb * 

abbreviare i calcoli numerici. . ) 

Calcolo Logaritmico per mezzo delle Seni. 

3o8. Formate con noiosi calcoli le Tavole Logaritmiche, 
s'inventarono de'metodi più facili da potersi a quelli sosti- 
tuire, che formano il calcolo logaritmico per mezzo 
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serie., il quale per la conformi tà de'risultati col primo 
metodo , e per la sua eleganza merita, di essere atten- 
tamente qui considerato nella soluzione di due proble- 
mi , uno diretto , e l'altro inverso. 

. Problema Diretto. 

■ . > l ». « .•• 

r/- 

3go. * alutare il logaritmo dì un numero dato. 
Qualunque sia il numero, posso segnarlo per i-fx. 
Sia dunque ( i -\-jc) m = i +z , e sarà mi (i-f-x)=l (i+z); 
è perciò (§ 247) mAx-\-mBx* +mCx l 4" • • • cc.=^z-+* 
Bz % + Ci 5 + . • . ecc. ; ma z = ( 1 +x) m — 1 = mx + 

m(p-~) x*-j- m (— — ) (-y-)xW.Dunque^z=^mx-h</ 

m (^)^+j m (^p.) (Pfì^ecc.., Bz^Bm-x'+Bmx 

2 . ■» • 

( m (~) *') 2 ecc - W Bx*+nC (m—i) Bx* ecc., 
Cz*=m 5 Cx % eQc. Dunque avrò mAx+mBx*+mCx*+eQc* 

Fatto il paragone de' termini i) v si ha m^x 
( m (lrl)J +m -B) x% cioè (m-»') B- - 

■' ' ' " ■ - 1 * " 1 1' ■ ' ' ) 

(a) Questo a , che moltiplica i fattori , segna il doppio rei- 
langolo , che forma il secondo tonnine del quadralo di un bino- 
mio , 6 polinomio Qualunque (§. : 7«)- 

. (b) Qualora i termici in ambidue » membri Ai una ecjuari»- 
•<*»e.*ono v i>/fl«/*ct , cioè ri^DeUiyamenie uguali, dato ad a: il vajorp, 
saranno anche identici i coefficienti delle corrispondenti poterne* 



-f- ecc. ecc. 
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{ — + — \A\ dunque /?= — j ^. Così si trova 

C = I A\ 77=2 — ^ ^€cc. ; e fatta la sostituzione, sarà 

1 (!+*>= ^x— i ^ + J i ^ ecc. 3= ...... . 

* * 4 

^* 3T #r 

J(X*-' - +4 — v + . . . . ecc.) (rt), . 

, ...... 

3io. Nella espressione 1 (i-fx) fatto jr = — , sarà 



• 5 4 

in ,,m w /ri m 



1 (" + 7.) = A~ 7^+ J7rT + • v- • ecc )> « co- 

sì ili qualunque altro valore , clic voglia darsi ad je\ 

Logaritmi Naturali , o Iperbolici. 

3 11. Chiamo Logaritmi Naturali , o iperbolici quel- 
li , ne' quali 1 (i-j-dj) = a> , segnando a> una grandezza 
inénitamente piccola (b). 

3i2. Sia « la base di questi logaritmi , ed avrò 
§.282) <r*=i-f*<*>- Innalzo l* equazione all'esponente 00, 
quale indica un numero infinito, e sarà a vco — (i-f <x>y° 

= 1 +^a J +*(^- l )*' + oo(^)(^)^ C cc.;ma 

per ipotesi 00 segna V infinito; dunque ce — 1= oc; 00 — 2= 
£5. oo — 3=200. Ora essendo <x> quantità piccolissima , se 
prendo una quantità finita z , e la divido per 00 , sarà 



i 



(a) La grandezza indeterminata A , clie chiamo Modulo , fa 
vedere, che iulìnili.sono i logaritmi di un dato numero i-J-a:. La 

Fili semplice però , e la più naturale posizione del modulo è A=xi. 
logaritmi cosi calcolali si dicono Naturali. 

(h) Eulero calcolando /pesto problema Intr. A rial- Inf. Cap. 
VII. Toni. 1. , suppone n =i-j-/ v. 

8 
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anche questa piccolissima ; dunque a = - ; e perciò il 

secondo termine della serie sarà 2 mss ^ a-; il terzo 

» » • 

' i 00 e qp' sa °° * =: — ; e così i sussecutivi 

5 r — V a ; i.» oc* i.a 

saranno -jjj , ecc. ; e perciò a"* = a^= a' 

= i H h h — T+" o^-ecc. ; e facendo z=r, 

— ~ ì i . a ■ i.a.4 i.a.3.4 

«larà a— 1 + - H — H H «ecc. i quali valori 

sarà a 1 • 1 . a i.a.3 1 i.a.3.4 ^ 

ridotti a fraiioni decimali (§.64), e sommati (§.67) dan- 
no rt=3 , 7i8a8i8a845(>. Dunque .... 

TEOR. XCIX. La base de* Logaritmi Iperboli ci , 
o Naturali è a , 718381828459. 

3 1 3. Aggi ungo la alla formola dcl^.So^, e posto 

facciox=*; dunque avrò l(a+ax)=l(rt+/)=:la+^-£ r 
-fj^.—ecc. Se j fosse negativa, avrei 1 (a—/) = la— * 

dun i uc 1 C-5)=K-+/)~ 1 (^7)=f 

a< * . 4 6 

JL- f- -^r- -H ^ -+ecc), 1« quale serie sarà convergei*- 
te,dovendo essere j<a, aflinchè^^ sia grandezza positiva. 
3.4- Or se '-±2= , ed *. ~ , si avrà 

5^+ 7l ^. + « perciò >=! (p-)4 



2 
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(i-f- — rr + ccc - Y> ma \p è logaritmo naturale di 

qualunque numero p. Dunque 

TLOR. C, Si ha il logaritmo naturale di qua- 
lunque numero p, se è dato il logaritmo di p— 

3i5. Vengo all' applicazione di questo teorema. 

I. Cerco il logaritmo naturale di a. Pongo />=a. Essendo 

li=o(§.a33),sarà b = Ì( I+ ^ + ^ + _L r+ . . . 

ecc.) = o, 6931 4718, presi soli nove termini nella for- 
inola. 

II. Se si vuole il logaritmo iperbolico di S , sarà p=z5 t 
e perchè 4=i' , sarà 15» U + |( l + + 

I 

+— r ecc.) = f, 60943791. 

III. Così ho = la X 5=0,693147^8 + '> ^0943791= a, 
3oa585o9. 

Riduzione di un Sistema Logaritmico a qualunque 

altro cercato. 

3iG. Chiamo Sistema Logaritmico quelP ordine , che 
serbano i logaritmi de'numeri naturali. Variano i siste- 
mi logaritmici , secondo che varia la base , secondo la 
quale quelli si Computano. 

3iy. Sia />= IP nel sistema della base a , e nel si- 
stema di un'altra base b sia q = IP; dunque sarà (§.282); 



P=a p , P=b ff ; dunque a p =b*, ed a = ÌT&sd$WlF ; 
ma a , b sono costanti , perchè basi logaritmiche , e 

p , q variano, secondo che varia il numero P, di cui 

7 

sono logaritmi ; dunque essendo a=jf % ed a essendo co- 
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stante , dev' essere bP anche costante; ma Ò è costante; 
dunque anche * ossia il rapporto circostante. Dunque.. . 

TEOR. CI. In due sistemi logaritmici i logarit- 
mi dello stesso numero serbano la stessa ragione. 

3 18. Sieno m, n' i logaritmi di due numeri Af, N' 
formati colla base a, sarà ($.282) M = a m , N = a"\ 
elevo T equazioni agli esponenti permutati, ed ho 3f" = 

1 ■ tu 

a mn^ tf m = a »n, ; dun( ^ ue y» ^ _,y» cd Jf _ v". ]y v ]] a stes- 
sa guisa dati i logaritmi m' , ri degli stessi numeri in 

un altro sistema di base a\ sarà jl/=JV' 7 '; dunqueiV r =7JV >r > 
e perciò "^ = ^7 > ossia nt : n — 1» ; n . Dunque .... 

TEOR. CU. / logaritmi di dite numeri in un si- 
stema sono in proporzione geometrica coi logaritmi de- 
gli stessi numeri in un altro sistema. 

3»C). Ora si potranno facilmente avere i logaritmi 
di una qualunque proposta base, e viceversa. Si cerchino 
dunque i logaritmi sulla base 10, e sarà 1io=i ($.284) ; 
ed essendo generalmente ho — A{p. , 3o2585oq) (§.3i5. 

1 1 1 ) ■ Sari A ~-x i SoIsSSoq ^ 0 » • cW 1 lo Stes " 

so. Dunque 

TEOR. CITI. Se per lo valore del modula si mol- 
tiplicano tutt* i logaritmi naturali, si avranno i loga- 
ritmi della base 10. 

3ao. Quindi dati i logaritmi della base io,se si molti- 
plicano per 2 , 3oa585<>9, si banani logaritmi naturali. 

« 

Problema inverso. 

32i . j4 ssegs are il numero con infondente ad un lo- 
garitmo dato. 
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Riduco un logaritmo qualunque dato al sistema d«' 
logaritmi naturali ($. 319). Sia il numero cercata 
1 -hr , che corrisponda al naturale logaritmo z , e sa- 
rà 3a=;jc. — .— a*M-4«3C 3 — t ; •+ ecc. Per determinare il 

2 . 3 4 
valore di x ina, e sue potenze , sia ^=^^2+^5* -f-CV + 

/?z'-f-ecc: si faccia la seconda, la terza, la m' sima poten- 
za del valore di jc , le quali sostituite nella forinola del 
Yulpre di z danno z=?Az+ B z' + Cz + V s' 4 ) 



~.~A' $ —AB z'—-B' 



z Bz' ) ecc. 



— A C 2* ) 

Faccio il paragone de' termini , come nel §.3o9, ed ho. 
dssiyB = - ; C = j ; /? = 4 ecc.; sostituisco questi H- 

lori nella equazione di .r, ed ho jr=t3-r- ~+ — ' 



"2T34 a 3.4 3 '"^ ecc '> c perciò il numero cercato 1 -f.r= 

1 + s + - -f- a — 3 +-734 ccc - E generalmente qualun.- 

. in Vn J« 1 4 i , * 

que numero 713: i-r-- H- Y 5- + — «rr + ecc. (a). 

1 a a . 3 ^ 2.3.4 v ' 

Quindi se bissi, sarà 71=13+ + ^ + ecc. = . . . - 

a , 71838183 , valore della base a nel sistema de' loga- 
ritmi naturali* 



1' «" 



(a) Che se n fosse , sarebbe n m =l -\-\n m + 1 ". ccc 

1 — 't""'"! " + ecc. z= 1 _f_,^ PCCi ser j c conver- 
gente , c perciò atta al/a generale soluzione del proposto problema. 
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SEZIONE IV. 

APPLICAZIONE DELL' ESPOSTE DOTTRINE PER L' l'OJfO , 

CU* È IN SOCIETÀ*. 

LEZIONE XX. 

Le Funzioni della Grandezza Discreta applicale 

al Commercio. 

REGOLA AUREA. 

3 a a. Tnutilk sarebbe lo studio della grandezza discre- 
ta , se restasse ne' soli limiti della calcolazione , senza 
applicarla all' uso civile. Le due verità stabilite nel 
J. 194 sono k fondamentali per quelle operazioni, 
che volgarmente si chiamano Regole Aritmetiche. Non 
potendosi fare il rapporto, che fra grandezze omogenee 
(§.186) , è chiaro , che in ogni analogia due termini 
almeno debbono essere di una specie , e due possono 
essere di specie diversa. Che perciò date tre grandez- 
ze , due delle auali sieno omogenee, si trova la quar- 
ta omogenea alla solitaria delle tre date. 
Chiamo questa operazione Regola del Tre dal numero 
de' dati , e Regola Àurea per l'uso estesissimo , che 
di essa si fa nelle Matematiche. 

3a3. La prima delle analogie del §. 104. i , cioè 
' a : £=c : x , ci fa vedere , che la prima grandezza sta ai- 
Li seconda , come la terza alla quarta , che si cerca ; e 
tali analogie, perchè camminano secondo la loro naturale 
direzione , diconsi Dirette ; e Y operazione per deter- 
minare il quarto proporzionale chiamasi Regola del Tre 
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Diretta. Ma se cerco , che la prima grandezza stia alla 
seconda , come la quarta alla terza, eh' e la seconda ana- 
logia del $. 194. 11.) cioè a : b—x : c , in questo caso la 
Regola del Tre dicesi Inversa , o Reciproca . 

3a4- Essendo a : b=zx : c, avrò (§192) ac=bx, ed 

(§. ia5) ^= - ; e sciogliendo in fattori (iY.48)#. ~ = ^* ~ 1 
« perciò (§. 195) a : b=z -:-;maa: b=a : 6; dunque x;c 

C X 

=1:1, ossi, a: b= « :ij e segaerà quesU U proporrlo- 

ne reciproca, ch'è la vera matematica di lei espressione. 

3a5. Per avere il valore del quarto proporzionale 
nella regola del tre diretta , trovo il valore di x neli* 

bc 

analogia a : b=.c : x , ed ho x=- . Dunque... 

TEOR. CIV. Nella regola dei tre diretta si ha il 
quarto proporzionale in ordine a tre grandezze date 9 
moltiplicando la seconda per la terza , e divìdendo il 
prodotto per la prima (a). 

3a6. Nella regola poi del tro inversasi ha (§.i94-") 

oc 

x =s Dunque ... 

■ 

TEOR. CV. Nella regola del tre inversa sì ha 
il quarto proporzionale in ordine a tre grandezze da- 
te , se il prodotto della prima colla terza si divide 
per la seconda (b). 



(a) Il valore stabilito di x => - da due altri modi di va- 

lutare il quarto proporzionale , cioè x =a c X - > ed x=b X - • 

, a a 

Ma di questi due modi ci serviamo per compendio , quando il 
secondo, o il terso termine è esattamente divisibile per lo primo. 

(b) Ancbe qui abbiamo due altri modi , che ci servono di 

ompeadio ne' particolari casi , cioè x s= c Xj , ed X 
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3a^. Quantunque la natura del itroblcma fa deci* 
dere , se esso debba sciogliersi colla regola del tre 
diretta, t) inversa; pure riflettendo sull'indole de' diffe- 
renti problemi* fisso il seguente generale criterio, cioè: 
Che sepiù^ t> meno nei dato dee produrre più, o meno 
nella soluzione^ i termini dati, ed il cercato sono dì- 
trttamentè proporziotiaii ì Se più , o metto nel dato 
dee produrre meno , o più nella soluzione ; i due 
primi tei ialini sono reciprocamente proporzionali al ter- 
so , ed al cercato. 11 primo caso capita nella regola 
del tre diretta, il secondo nella regola del tre inver- 
sa > come ne' 3a5, 3a6. 

3a8. Ora siccome si determina squarto proporziona- 
le in online ad a^ b, c; così si determina anche in ordine 
ex. gr. ad am, bn, c. Di fatto dovendo essere ami bn=:cz 

.r, sarà (§.192.135) x=— . Questa è la formola per lare- 

gola del tre compòsta, giacebe la prima ragione vien 
composta dalle due a: b , ed m : n , (§.204), delle quali 
considerandosi m : n come mia ragione di tempo , spa- 
zio ecc., i suoi termini sono, come appositorj a quel- 
li di a : b. Dunque .... 

REGOLA ARITMETICA. Nella regola del tre 
composta si moltiplicano i termini appositorj coi ri- 
spettivi principali , e si opera come nella semplice* 

339. Vengo al fatto. Per un parato di Galleria 
vi mancano 3 canne di stoffa ; il costo di 60 canne 
già comperate è ducati 492 , e grana 60 ; si cerca la 
spesa delle 3 rimanenti canne. 

Qui si vede, che la spesa è più per un maggior numero 
di canne; dunque il più produce più; e perciò (§.327) 
la soluzione h diretta. Sarà dunque 60 : 3 = 4g26oS'<*n« : 

x*= ($.325) i ^=» 3463S-»- a 24 : 63. 
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330. Un Negoziante A restituisce ad un altro Nego- 
ziante B un prestito di ducati a \oo tenuto per sei mesi, 
con questo patto di prestargli un simile servizio, quan- 
do a lui necessitasse del denaro. Dopo qualche tempo 
B chiede , secondo la promessa , 4800 ducati ad A l 
cerco sapere B per quanto tempo deve riténersi il danaro 
di A, affinchè esattamente si compensi del primo prestito? 
In questo caso perchè il denaro, che cerca B> è mag- 
giore di quello, che ha dato ad A , il tempo dev'es- 
sere minore ; dunque qui il più produce meno ; dun- 
que (S-3a^) la regola è inversa; e perciò 2400: 4800 = 
11 , c N 1 1 .1 a 1 . 
6 ; •? oss,u (§' 311 ) ,:3 =6 : i'* = 6 = 3' edx=3mesi t 

33 1. Or se cercasi per quanti giorni 20000 duca- 
ti sostenteranno 10000 soldati , essendo bastati 4° < * u " 
cati al sostentamento di too per tre giorni ? 

In questo problema osservo, che il tempo dee crescere, 
come cresce il denaro da spendersi ; e cresce anche il 
tempo, per quanto è minore il numero de' soldati; dun- 
que la ragione de* tempi di 3: .r, che si cerca, è nella 
ragion diretta del denaro (§.327), ed inversa di quella 
de" soldati; dunque nella ragion composta della diretta 
della prima, ed inversa della seconda. Che perciò sarà 

io : 20000 ) •> • te t\ * 

10000 : 100 ) — 3: 0SSia 400000: 2000000 =s 

3 : x v ossia (J.211) 4 : ao = 3: x, ed x = i5 giorni; 

332. Questo è il caso della regola aurea composta^ 

o del cinque, come impropriamente i pratici chiamano» 

Esso poteva anche risolversi con istituire tante regole 

del tre, per quante ne comporta. Eccone l'applicazione 

allo stesso problema 100 : 10000 = 4<> '• 4°°° ducati spesi 

per 10000 Soldati in tre giorni ; quindi 4°°° • 20000» 

3X*<x>oo ~ v0 r 
3 : — ^^3 = 5X3 =3 i5 giorni , come sopra. | 

9 
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Regola di Società^ 

333. Tutte quelle dimande, nelle quali si traila dividere 
a vai j associati un guadagno lucrato , o una perdita fatta 
nello stesso , o diverso tempo , cbiamansi problemi di 
Società per 1' uso esteso , che hanno nel commercio. 
La pratica , che si tiene in iscioglicrli , è quella , che 
dico Regola di Società. Qualora il tempo è lo stesso 
per tutti i socj, la società è semplice, se il tempo va- 
ria , è composta* 

334. Or dovendo i lucri , e le perdite particolari 
essere tanto maggiori, per quanto maggiori sono i ca- 
pitali , ed i tempi , cbe si tengono impiegati ; ne se- 
gue, cbe la regola di società tanto semplice, cbe com- 
posta è fondata su questo criterio; Dividere un nume* 
ro date in un numera di parti date in modo, che sia- 
no tra loro netta ragio» semplice » o composta di a/- 
frettante grandezze date* 

335. Vengo allo sviluppo di questo criterio. Sieno 
x* y s z ecc. le parti di un dato tutto f, cbe indica i\ 
guadagno,ola perdita, I termini della prima ragione com- 
ponente sieno a , b , c ec< . , i quali corrispondono al de- 
naro impiegato da ognuno nella società; 0 della secon- 
da ragione sieno i componenti w, n, r ecc. , che segnano la 
diversità del tempo, nel quale si è impiegata il denaro; 
\ale a dire , cbe sarà la ragione di x: y am: bn, e 
quella di j: z—ùn: cr, e ls= x+jr+z* Quindi alternando 
le analogie (§• l 9?) h° x ; «»=y r • bn\y: bn—z: cr* Dun* 
oue sarà x ; ams=*j i bnz=% : cr , e perciò (iV.a 10) am 
bn cr: x -\-y -\-z = am: xc= bu vy = cr: z. Qui am-f 
bn -f cr non sono, che la somma del denaro di ciascuno 
moltiplicato per lo rispettivo tempo; ed x 4-^+ * il de* 
naro guadagnato, o perduto; e le altre ragioni sono il 
denaro, clic ha posto ciascuno col suo tempo al quarta 
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propomonalc, che segna il guadagno, o la perdila fat- 
ta nel caso della società composta. Or nella semplice 
Società , perchè m , n , r non vi entrano , sarà . 

"*ti£?J ? B4tf! J =*e: i. Dunque 

REGOLA ARITMETICA. Nella soluzione de'pro* 
blemi di società s' istituiscano tante regole auree ps r 
guanti sono i soci ì la prima ragione sia sempre quel* 
la della somma de' denari impiegati al termine , eh* 
esprime il lucro , o la perdita nella semplice ; e nella 
composta la somma de* prodotti del denaro impiegato 
da ognuno nel rispettivo tempo riferito al lucro, o alla 
perdita > come il denaro impiegato da ciascuno al quaf* 
to propontionale nella semplice; o il prodotto del de* 
naro di ognuno nel rispettivo tempo al quarto pro- 
porzionale nella composta» 

336, Eccone l' applicatone. Due Mercanti A , B 
Fanno società» A ha somministrati tooo ducati , e B 
3ooo j entra un altro C in società dopo 4 mesi , e rim* 
piega 2000 ducati; la società dura da questo tempo per 
altri due mesi > e si lucrano 1800 ducati: quale la 
portione di ognuno? 

Si rifletta , che A , B hanno tenuto impiegato il denaro 
|>er 4 -f a r=b mesi , nell'atto che C lo ha tenuto per 
3 mesi ; dunque (§.335) sarà (tooo) 6 + (3ooo) 6% 
( aooo) a = tìooo + 18000 + 4000 = 38000 j e per* 

>Booo ; ,800 » 6000 : » : *i ! 5 1] . t porto* di A 

»8o.o: i8oo=ì ,»ooo : ^.5;: 14: 3 L!|, . . . po rtione di B 

.80*0 : 1800 ai 4ooo : J^m^y t .4 : 3 L'i . . . popone di O 

a» 



1800 : 00 to guadagno proposi»/ 
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Regola di Falsa Posiz torve* 

S m '. " : 
e si cercasse dividere in tre parti un numero 

ex. gr. 100 di maniera, cbe la prima fosse eguale al 
doppio della seconda , e la seconda tripla della terza ; 
V Algebra con una sola equazione disbrigherebbe un tal 
problema («). Ma perchè mi son proposto ricavare le 
regole aritmetico-pratiche per Y uso del commercio ; 
perciò- mi dirigo per altra via. 

338. Comunque una grandezza variabile si trovi uni- 
ta con un altra , può una sempre determinarsi per mez- 
zo dell' altra con una regola , che in commercio si eli- 
ce di <Faha Posizione , perchè con un numero falso , 
che si mette di posizione, si determina il vero. Questa 
operazione ha luogo , ove non può ricavarsi immedia- 
tamente il valore di x corrispondente ad un Valore qua- 
lunque della data m, ed air opposto sia data la maniera 
di trovare m corrispondente a qualunque valore di x. 
$i può anche adoperare spesso una tal operazione, qua- 
lora sieno dati ambidue i metodi diretto , ed inverso , 
ma che il primo sia assai più difficile del secondo. E si 
avrà tanto più presto il valore cercato , per quanto è 
maggiore la variazione della grandezza determinante 
rispetto alla variazione della grandezza cercata. 

339. Orse variando/», varia x con eguale, e co- 
stante ragione, si trova or con una sola falsa posizione, che 
fo del suo valore. Suppongo dunque , che il valore di 
x sia a; e quindi dalle condizioni del problema valuto 
m dipendente da x, ed avrò p falso valore di m. Ciò 

■ ■ ■ ■ ■ 

ite * • 

(a) Di fatto cltiaimndo la terza e, e la seconda m<**pf« 
della terza, e la prima n<-uf>la della feconda, avrò loorsi^mx 

1 , ni I QO 100 
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fallo, è chiaro x che starà il falso valore p al vero 
valore di m , come a falso valore di x al vero valore 



am 



di x; dunque p : m=a : — = x. Questa forinola scio- 
glie tutti i problemi, che immediatamente danno il va- 
lore della incognita dopo una posizione, e perciò la re- 
gola vien detta di semplice posizione. Dunque .... . 

REGOLA AR ITM E TIC A Metta semplice posizio- 
ne falsa si faccia la posizione, e s' istituisca una regola 
del tre, la quale si diriga a determinare il numero vero . 

3/fo. Sciolgo con questa forinola il problema del 
$.337. Soppongo perciò, che il valore di jc sta a , e 
nella forinola 2 = a; dunque per le condizioni sarebbe 
la seconda =«6, e la prima =*i ^; perciò 2+6+13=20^=^ ; 

dunque x = ^-^=a I0 . Di fatto io+3 0+60 == 100. 

34i- La semphee posizione è venuta per la costan- 
te ragione della nfr, e della x ($33$). Ma se sono iu 
ragion costante le sole differenze della 



ragion costante le sole ditterenze della grandezza m, e 
le ditterei) io della grandezza x, saremo nel caso di due 
posizioni, ed avremo la regola di doppia falsa posizione. 

34?. Fissiamo il canone a tal posizione. Applico 
ad a prima posizione di x le condizioni del problema, 
ed in vece di darmi m, come nella semplice, mi dia p. 
Do adx la seconda posizione è, e con questa in veca 
di giungere ad m, si arrivi ad un altro valore a. Per 
non andare all'infinito, sieno in ragion costante le dif- 
ferenze ($.343)/* — q, a — b, ed avrò p — q differenza de-' 
valori falsi di m ad a — b differenza de' valori falsi di :r y 
come m — p differenza del primo valore falso di m , 
cioè p sottratto dal vero valore m , alla grandezza da 
aggiungersi ad a , per avere il vero valore di x , che 

chiamo e. Dunque />— -7: a — b—m—p\ v— (<*— ^X m ~70 . 
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e perciò < x , =.z+ì»=<i+ — — — — , formota genera» 

le pei problemi di falsa doppia posizione. 

343/ Vengo al fatto. Tre giuocatori hanno guada* 
guati 4- ducati al giuoco con questa condizione, die il se- 
condo ha avuti 5 ducati più del primo, il terzo 10 più 
del secondo j si cerca il lucro di ognuno. 
Suppongo il guadagno del primo =4=a; quello àc\ se* 
condo sarà*=»g, e del terzo c= 19, che fanno 3a = p T e 
non 4?', dunque suppongo di nuovo, che il primo ab» 
bia 7 I=a & > il secondo 124 ed il terzo avrà 22, che fan- 
no 4 1 nia dovean fare 47 : = 3 /»* dunque riprendia* 
ino la forinola , e sarà il guadagno del primo (§.342) 

„ + feM « 4 + (4-7y) Don . 

que le porzioni di ognuno sono 9+1 4+24=47- 

344* Si cerca l'età di Tito. Questa eoa quella di 
Alessandro , e Cajo fa 96 = m. Tito ha due anni di 
meno di Alessandro, e Cajo ha 4 aQn ^ più dell' età 
* di Alessandro , e di Tito. 

Suppongo, che Tito abbia anni i6=*a; dunque Alessandro 
ne ha 18, e Cajo 38, che fanno la somma di 72=/». Fo 
dunque un'altra supposizione, e fingo l'età di Tito=2i=£; 
dunque V età di Alessandro = 2?, quella di Cajo=4°\ 
e tutte tre 92=9;; dunque riprendiamo la formola (§.34a) 

età di Tito ; dunque 1* età di Alessa ndro=a 4» e quel* 
la di Cajo 5o. Di fatto 22+24+50=96. 

345. La soluzione di questi problemi per mez- 
zo della stabilita formola è sempre una soluzione alge- 
brica. A tane he dunque ricavarsi possa una spedita rego- 
la pratica per lo commercio * così la discorro sull' ante* 
cedente problema. Fatte le posizioni, ho per le condi* 
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»io*ii del problema i6+i8+38= 7 a , che dal dato gr} 
manca per a4 ; dunque 73=96^*34; così ho anche 
314-33+48=92=96—4. Ora moltiplico U primji posi- 
zione per 4 , e la seconda «per 34 (§,125) , ed ho 
64+73+1 53=384— 06 ; e 5o|+553+i 153=3304-96; 
Tolgo dalla seconda la prima, affinchè svanisca il^96(<i), 
ed bo 440+480+1000=1930=30X96, ossia . . % ..... , 

44o, 4«o ,000 „ 

* 0= * ao + — raa+a4+fo , e^ù di ciascheduna 

secondo le condizioni del problema, « 

Ciò fatto, rifletto che la grandezza 33 pi ma veta posi- 

dionee la stessa, ohe ^==^1^ ^1^4 . 

Dunque . . „ . , , . 

■ REG OLA ARITMETICA. tfe'proÒtemì di fatta 
«oppia posizione, fatte le posizioni, si moltiplichi 
imposizione per V errore deW altra: questi prodotti si 
sommino, se una delle differenze è per eccesso, e l'altra 
per difetto (#.345), e si sottraggano, se sono ambedue 
per eccesso, o ambedue per difetto, e'i residuo diviso per 
la differenza degli errori, se questi hanno g? istessise-* 
gm ,o diviso per la somma di essi, se sono affètti da se r 
gni diversi, darà la vera posizione, la duale maneggiata 
secondo le condizioni del problema dà la vera soluzione 
m tutte le sue parti. 



la 



346. Applico questa regola alla determinazione dcU 
quantità di argento messa nella corona di oro di Je- 
,0n ! ^ overta d * Archimede (*). Suppongo, che il pe- 
so deli argento, e dell' oro unito nella corona fosse di 1 2, 

* ».*., a 

*■ -——————__ ■ 

■ W Dun /l ue * J 9 6 fossero affel.i arabidue dal segno +, do- 
di™.? ? nc , ? 10 sie r ' p. erchè •««^i «■ w5*.7;,6ni 

' !l\ CaS ° , a t°P r ° ,a Somrna veci della ,otlrazfone° 

verta ché fr°A C v ap i 3 ^ ,Ìb - * riferisce U ,loria d « U * 
vena , che fece Axcluwcde di quello furio. 



i 
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libbre, echeimraeTsa questa nell'acqua sollevasse 7+* 
dell'acqua stessa sopra il suo livello; e che una massa di oro 
di ugual peso alla corona ne cacciasse libre 7 + ed 
un' altra di argento di ugual peso ne cacciasse libbre 
10 +'!• 'Suppongo, che vi sieno 9 libbre di oro puro; 
dunque ve ne saranno 3 di argento puro. Ciò posto, dico; 
sta di puro oro libbre 13:7+ r = 9: 5+f ($. 194. 1). 

• • • 

Similmente sta di puro argento libbre la : io-j-2 = . . . 
3 : 2 +^ (§.»94 0i il sollevamento dunque dell'acqua 

è=5+ 5 + 3 +/o = S + ~; ma oW va essere 7+* ; 

3 

dunque V errore è per eccesso -f- ~. 

Fo la seconda posizione con 8 libbre di oro puro % 
e 3 di puro argento; e ragionando , come sopra, trovo 

T errore anche per eccesso -f — ; dunque (§.345) sarà 

9Ù- 8 Ù- 3 > 11 diviso P er ^~ro=^> 

3o 

darà y = 10 libbre di oro , e perciò a di argento («). 



(a) L' uso delle false posizioni è frequentissimo nel genere 
delle tavole, os»ieno astronomiche, o trigonometriche , o logarit- 
miche- Di fatto se si riflette al metodo tenuto nella teoria loga- 
ritmica 5* 3 31 per la determinazione del numero corrispondente 
ad un dato logaritmo, si troverà ivi con questo principio la falsa 
posinone , ma altrimenti ragionata j perchè verni» ritrovata pre- 
ventivamente a queste cognizioni. 
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Regola di A negazione. 

347- Il metodo «li proporzionare diverse specie di so- 
stanze dale relativamente ali* unità de* pesi ne* solidi, 
o all'unità di misura ne' fluidi , per comporre uua 
sola sostanza di specie mista , chiamasi Allegazione, 
li valore speciale dell' unità di ogni particolare spe- 
cie dicesi prezzo vero di quella data specie, il valore 
poi dell' unità dell' iutero misto chiamasi prezzo me- 
dio di quel misto. 

•Se 1' Allegazione riguarda il misto delle quantità con- 
siderate come semplici , e non mescolate con altre , 
cioè die sveno dello stesso genere, dicesi semplice:^ 
riguarda la mistione delle l'atte misture de' semplici , 
-dicesi composta. 

348. La quantità mista pareggia l'unione di tutte 
Ir quantità date a mischiarsi; il prezzo totale della mistu- 
ra pareggia la somma de' prezzi totali di ciascuna quan- 
tità data , ed il prezzo totale di qualunque quantità 
gareggia il prezzo vero della sua specie , ossia il prezzo 
«ti un unità di misura di quella data specie moltiplica- 
to per lo numero delle stesse misure. Fissalo questo ra- 
ziocinio, chiamo la somma di tutte le quantità date a 
anischiarsi=^, la somma de' prezzi loro 4.otali=j7, 1' unità 
di inìsura=i , ed il prezzo mcdio=.r, ed ho s : p=i : x % 

ed Jc^= - $ , che chiamo valore della semplice allegazio- 
ne media. Donane 

REGOLA ARITMETICA. Si risolve il proble- 
ma di semplice allegazione media , se la somma de* 
prezzi totali si divide per la somma di tutte le quan- 
tità dale a mischiarsi. 

349- Volete di fatto sapere, quanto la libbra costi 
una statua di 3oo libbre di argento , delle quali iao 
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libbre si son pagate a ducati 3o la libbra , e i3o a 

ducati a5 la libbra ? 

Sarà p=i3oX3o+ 180X25=8100; ed j=iao+i8o=3oo. ; 

dunque (§ 348) jc=^ = ^^=a7 ducati la libbra. 

35o. Or se ci son dati i prezzi veri a , b di due, 
sostanze date a mischiarsi, ed a=.b\ il prezzo medio m 
della misura pareggia il prezzo vero di ciascuna sostan- 
za mista. Masea>6, dovendo iu questo caso la mi- 
stura esser inferiore in bontà alla più preziosa, che nel 
nostro caso è a , e superiore in bontà alla meno prezio- 
sa b ; il prezzo vero della mistura dev' esser maggiore 
del prezzo vero di una, e minore del prezzo vero dell' 
altra. Per esaminare questo secondo caso, la discorro cosi. 
Sic no A, B U: specie componenti M ; e sieno a , b i di- 
suguali prezzi veri corrispondenti ad oc , y rispettive par- 
ti di A, 2?, che unite insieme compongono M del co- 
sto m. Il prezzo totale di ciascun misto è ax , by ; dnn- 

«jue flx+i;"=m, cax-\-y—i libbra; che pcrciòjr=: — 

il qual valore sostituito nella seconda equazione dà 

J=S » ed * ~ "^Tò (*)* e P crciò a - b l=a —> n: y » 

ed a — b : 1 erro — b : x. Dunque .... 

REGOLA ARITMETICA. Dati nelV allegazione i 
disuguali prezzi veri delle quantità cercate delle due 
specie , e 7 prezzo medio della mistura , si ha la 
quantità da prendersi di ciascuna specie con un quar- 
to proporzionale in ordine alla somma delle differenze 



(a) Avcudo i valori di .r , y lo stesso denominatore , saran- 
no come i numeratori ($.2o3); dunque la quantità da prendersi 
da una sostanza è tempre, come la differenza tra il prezzo medio 
C '1 prezzo Tero dell' altra, colla quale si liga. Che perciò la por- 
zione spet laute ul « è quella di y c «j — m. 
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Sprezzi veri dal medio (a) all' unità di misura, ed ^ 
ulta differenza del prezzo vero dell* altra specie dal 
prezzo medio. 

35 1. Ma se oltre i componenti A , B ci entra anche 
il componente C del prezzo c per ogni libbra , allora da- 
te le stesse denominazioni di sopra , chiamo z la parte 
da prendersi da C , e supponendo m < a , m > b> m > c, 



ed allegando x con / , avrò (§.35o) x = — - y=. 
vnde la porzione dì xh = m-*b (N.«$.35o), quella di/ è = 
^ — 01. Dunque sarà (<i— 7») ,r= (m— £)/, ossia - — . . 

Fo T allegazione di je con 2 , ed ho ■^^= .... 

a. - » 

; sommo queste colle allegazioni di x,/, ed ho .. 

— — — - =- — — ; dunque ( Nota a §. 35o ) e 

la porzione corrispondente 

ad x {ni — £)-f(m — c). 

ad / a — m. 

a s a — m. 

35a. Che se poi w < a, m < 6, m > c, allora alle- 



(a) Questa espressione della pratica quantunque a prima vi- 
sta sembri aliena da ciò, che sc^na la formula, pure svanisce o- 
' goi dubbio , se si riflette , che tanto è dire la differenza tra due 
numeri dati , quanto la somma delle differenze di ciascuno de'ou* 
meri dati da un numero qualunque medio preso tra essi. 
Con pih speditezza però , e meno incomodo di calcolo avrebbero 
potuto gli Aritmetici così enunciare la regola pratica : Ne IC alle- 
gare due sostarne la porzione di ognuna pareggia il numero e- 
sprrsto dalla differenza del prczto vero dea altra dal preatf 
medio. 
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gando x con % , ejr con z , e sommando 1* collazioni , cer- 
nie sopra, avrò la porzione corrispondente (N. a. §. 35o) 

a 2 (a — m)-f-(6 — m). 

adj- m — c 

ad x m — c 

353. Le diverse supposizioni di m 

I. Si son fatte per inchiudere sempre il prezzo medio m 
tra i due prezzi veri, uno maggiore , e P altro minore. 

II. in ogni supposizione di m si son fatle a due a 
due le allegazioni , per avere due sorti di misture , o- 

Snuna ridotta al prezzo medio. 
1. Qualunque sia il numero delle sostanze da alle- 
garsi , se esse sono di numero pari, si liga la prima 
colla seconda , la terza colla quarta, la quinta colla 
sesta ecc.; se sono di numero dispari, se ne lascia una, 
e si Iigano, come se fossero pari, e la sostanza lascia- 
ta si Uffa con una delle altre. 

IV. Il prezzo medio dev* esser sempre maggiore di un 
prezzo vero, ma minore di un altro; e la somma del- 
le particolari allegazioni dee pareggiare la totale al- 
legazione cercata. 

354. Che se poi si cercano allegare due o più sostanze 
in modo, che le sostanze miste conservino in ciascuna 
una data ragione tra loro nella nuova mistura; siamo nel 
caso dell' allegazione composta (§.347)- Fissiamone le 
tracce. Mi propongo tre misture D, E , i^, ciascuna 
delie quali venga composta da tre diverse sostanze A, U, 
C in una data ragione , e di queste miste e confuse in- 
sieme cerco farne una nuova mistura M in ragion data. 
Nella misi ura D ci sicno le porzioni a di A, b di j?, c 
d'i C\ nella mistura E ci sia d di A, e di /?, y*di C\ 
nella mistura jFci sia g di A, li di /?, / di C; final- 
mente nella mistura M ci sia la quantità m di A, n di 
B,p<\\ C. Or sarà D=a A+b /?+c C\ E=dA+e H+fC; 
F=g A+h B+l C. Affinchè poi si formi la massa M\ 
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chiamo x la quantità da prendersi da Z?, quella da pren- 
dersi da E dicasi e la porzione finalmente di Fsia 
*; ed avrò x D+y E+z F=M=m A+n B+p C. Indi 
essendo xD=xaA+xbB+xcC % ed yEzzydA+yeB+yfC, 
e zF— zgA + zhB + zlC , avrò riducemlo , . . » 
x a) xh ) xc ) 

y d J A+y e ) B +yf ) C=mA+nB+pC. , 

z g ) zh) zi) 
Dovendo essere la quantità di A\ /?, C, che sta in M % 
rispettivamente uguale alla somma delle parti, che si 
prendono dalle date misure ;. e perciò essendo le stesse 
le grandezze principali nelT uno, e nell' altro membro 
della equazione,, saranuo i luro coefficienti rispeUivamen- 
te uguali , cioè xa + yd + zg = f», xb + ye + zh=z n, 
xc+yf-\-zl—p. Si sciolgano quest'equazioni (§.127), 
e fatto quindi bm—an = q , ah — bg = r , W — =- f, 

c« — bp—t , è/ — eh— 11 , ce — bf=<x ì si avrà x — — — % 

fi ^ 
_ 7H-r ^ _ «7_J_ formole generali per tali prò- 

Llcirii. 

r 

oro 
01 

di ' ' • : ' -, 1 J < ' 1 ' ' < 1 ' ' ' 1 ' | ' 1 1 ' : 1 I I 1 1 1 I I 1 J 1 I I II J I ■ 1 1 l » » • '- 

tiene 1 4 once di argento, a tli piombo, e zero di oro. 
Si cerca di queste un misto, che contenga 4 once di oro, 
9 di argento, e 3 di piomLo. Nelle formole del $-354 
sostituisco alle grandezze i numeri, ed ho fl& ia, 6=1, 
C=3 , rf=I , 6=13 , /=3 , g=o , A=i4 , , w=4, 

"=9 > />=3 > quindi <t== — 104 , r-=iG8, t43 , 

** = — 4° > —33; dunque z=^o della mistura F, 

3 

della misluia £,edx = - della matura Z?. 

1 1 
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LEZIONE XXI. 

> 

te Funzioni della Grandezza discreta applicate 

al Politico. 

356. Qui mi propongo trattare l' accrescimento , o la 
diminuzione, che tma data grandezza aver possa in un 
dato tempo con una data legge. E perchè a questo si 
riducono tutte le sorti d' interessi ed i calcoli dell'ac- 
crescimento i) e della diminuzione delle popolazioni , e 
derrate, proporzionandole sempre con una data legge ad 
un dato tempo, perciò li chiamo Calcoli Politici. ^ 
357. Una grandezza A suppongasi accresciuta di - 

alla, fine di un dato tempo, e continui poi successi vamen- 
1c a crescere in stmil guisa sino ad un qualunque tempo t. 

Alla fine del primo tempo la grandezza sarà A -f- - = . , 
^ ( f "t"m) 8=5 ^ (-~-) J ma questa alla fine del secondo 
tempo si accresce anche della sua parte dunque tal au- 
mento sarà A (^irO> e la grandezza col suo aumento sa- 

A(^~) (^Ì^-)==^f(^^-). Così ragionando, si troverà che 
alla fine del terzo tempo sarà divenuta A(-±-) , alla fine 



del quarto A ca< a ^ a ^ nc di un tempo t sarà dive- 

tinta A(^^-). Collo stesso raziocinio si dimostra , che 
colla decrescenza di —, determinata dalla stessa legge, 

giugne ad essere A( ) alla fine dello stesso tempo / ; 
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c perciò sarà J (~^) la forinola generale per la cre- 
scenza o decrescenza eli una grandezza qualunque nel 
tempo t con una data legge. Dunque .... 

TEOR. CVI. Se una grandezza A cresce , a 

decresce di ^ alla fine di un dato tempo , e continua 
similmente a crescere , o. decrescere colla stessa legge , 
essa dopo un tempo Qualunque t diviene A ( 

35&\ Mi servo della forraola della crescenza A[~~—) 

pel disbrigo del calcolo, e riflptto in essa, clic ci può 
essere ignota A, oppure /» , oppure/: Eccoci alla so- 
luzione di altrettanti problemi dipendenti dalla formoU 
generale stabilita nel paragrafo antecedente. 

Sia A F y la maneggio secondo le regole, ed ho.. 

i. a=zF(^ì : 



A* 1 



'(«*>)—'« ' 

359. Se poi trattasi di Capitali, statraunole forinole. 
F • 

II. p — ioo(-)< — 100. 

1F— \A 



IU.t = 



I (100-f-/»)— li 00 ' 



uigiiizeo 



by Google 
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51 maneggi nella stessa guisa la forinola della decrc-, 
scenza , e si avranno altrettanti problemi (a). 

36o. Se alla grandezza J, oltre il crescere, come 
nel §.357, si suppone aggiunta una costante f?, che cou- 
linuamente con A cresca nella stessa guisa; in tal ca- 
so A nella fine del primo tempo diventa A (^-) + B , 
« seguitando a crescercdella sua parte^, ed aggiungendole 
&, sarà nella fine del tempo secondo, terzo, e quarto.... 

v m ' ni 



' " ■ 

. . +B ecc. 

e facendo-^- = n , avremo alla fine del tempo / 
tn 

A n + Bn~ * + B ecc. 

-fri? .... ecc. 

Ma la serie infinita delle grandezze n' + h* - "' + »'"""+•• 
n 1-1 ecc. si vede pareggia re (§. a44) ; dunque la 

(a) Trattandosi di Capitali se l'annuale interesse è al p per 100, 
la formola si trasformerà in ^(~~) pili spedila a maneggiarsi. 

In fatti se V interesse è al 4 per 100, avremo A (!2fe =^(~h j 

100' a 3 

se al 5 per 1 00 , sarà ) = (~ ) > « co*» del resto. 
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grandezza A colle supposte condizioni nel tempo t sarà = 

Arì+ 5 (llli) -f-J?. Così se da A si togliesse colla stessa 
n — 1 

t 

legge B grandezza minore, si avrebbe An — B( ) — B. 

Dunque .... \ 
TEOR. GVII. Se alla grandezza A , ehe con- 

i nulamente cresce dalla parte ~ , si aggiungesse , o to- 
gliesse una costante B , minore però di A nel secondo 
caso , la quale B continuamente insieme con quella 
cresca , o decresca nella stessa guisa , tal grandezza 

alla fine del tempo i sarà ss An'±B(— — ) ±B. 

36i. In questa formola possono darsi separatamente 
ignote le grandezze A , B, t , n. Ed ecco in campo una 
multiplicità di problemi, a maneggiare i quali suppongo 

primieramente An t —B(—-)-B == F\ onde sarà An'= 



F+B C—)+#> ed A = F+B (—) +B = 



*H-2?(('-^) + , ). 



n — i 
"r7 



36a. Neil' antecedente formola sia B ignota , ed ho 



TI 1, 



perciò B ^(^-^fc)- 

363- Se T ignota è /, allora moltiplicando l'equazione 

An B )= ^per avrò («— i)^n — Bn'+Bn 

1 1 
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= (*— i ) F; ed n* ((n— i ) J— B) ss («— l ) F—Bn^y 

ed ;i* =5/j^~~3f > e prendendo i logaritmi (§.289), sarà 

tln=\ ((»— i) F—Bn) — l ((»— 1) ^-5) ; e finalmente 

!(( „_,) | ((„_ ,) ^ -.jg) 
t — 1 • -• 

364- Restituisco ora alla forinola di sopra (§.36o) 

il valore di n = -— e coi metodi della scienza Stabili- 
ti 

sco le seguenti formole pei valori di A , B , / (a). 
%. F+B m (^'y-B (//*— 1) 



V tu ' 

II. .Sta (^ ( =±1)_F) 

HI. <= 1 (f - B (^!±i ))- l (- - B) 



(a) Basta riflettere per lo stabilimento di (;ue*li tre vaJori , 
«he essendo ^ , sarà n — 1 -JtmJL j « perciò 



1 



(M + on=±ir'-^.)=(».+.x^V~'- (-+■)• 



Digitized by Google 



MATEMATICHE. HI 

365. Or facendo F=±=o -, il che accade nella estin- 
zione de* debili a scalare , avrò le seguenti formole . . . 



(— ) 



ti. s= 



, .m+ì 1 , .x 



m " v iti 



»(*> 



366. Vengo all'applicazione. « Una popolazione cre- 
w sce annualmente della sua centesima ; si cerca dopo 
* quanti anni diverrà decupla? » 

Qui si chiede il tempo ; dunque ricorro alla forinola ter- 
za del §.358: e chiamando la popolazione = J> il numero 
richiesto degli anni = *, m=ioo, sarà F= io A ; e perciò 
ÌF — 1 A .io A 1 io _iooooooo , 

1 ~~ ]( m -j-,)_i m — ~ "hoi-hoo-" "437i4 8=3 3 1 

lioi— hoo 

anni cercati. 

367. Quindi dopo 462 anni si farà cento volte mag- 
giore , e dopo 693 anni si farà mille volte maggiore. 

« 368. Dopo il diluvio sei persone propagarono il 
» genere umano , e dopo due secoli supponiamo , che 
>» la popolazione divenisse di toooooo persone ; si cerca 
1* 1' annuo accrescimento. » 

Qu\ si dimanda m; dunque si deve ricorrere alla seconda 
forinola §.358 , ed avrò A— 6^ Fa ioooooo, t — 200 ; ed 
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i i 



• /*'\— / IO0O000» — — I ,,1000000. 

m -±<a> —=(—6--) — ,= i^ J (— g— )-> 



= — (liooooco-16) _ , = "> 6 'n fi3 _ ,- 



200" IOOOO0O 
1OO000O IOOOOOO 



= 16. Dunque 1* incremento è 
1001904 — 1000000 O190Ì 1 

ili quasi una decima sesta parte della popolazione. 

369, Or se un tale accrescimento fosse durato per 
lo spazio di 400 anui , il numero degli uomini sareb- 
be giunto a 1000000 X 1000000 ==I 6666GGG6GGG lutti vi- 

6 

Tenti , ai quali posta la loro lunga età non sarebbe ba- 
stato tutto il continente per alimentarli. 

LEZIONE XXII. 

Le Funzioni della Grandezza discreta applica tu 

ai Probabili. 

FONDAMENTI DEL CALCOLO. 

3^0. Cor» improprio vocabolo chiamo fortuito , o casuale 
un successo , di cui se ne ignorano le cagioni , ime posso- 
no produrlo. Per l'esistenza , o non esistenza di due ca- 
suali successi, uno de'quali dee necessariamente accadere, 
non troviamo in noi altra ragione , per cui uno deb- 
ba piuttosto accadere , che l'altro , se non che alcune 
circostanze favorevoli, o svantaggiose , le quali ci fanno 
piuttosto piegare verso 1 uno, che l'altro. Un rap- 
porto dunque de'casi favorevoli alla somma de* favor e vo- 
i » e con tra rj ci inette in una certa credenza più per 
ol successo dell'uno, che dell'alilo. Chiamo questo rap- 



1 
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porto Probabilità. Una porzione dunque di requisiti 
alla verità forma il probabile, e dalla somma di tutti 
si forma la certezza (a). Dicesi perciò giudicare pro- 
babilmente , quando da alcuni requisiti alla verità si 
giudica della esistenza , o non esistenza della cosa. 

371. Diciamo sapere , o capire le cose certe , ed 
indubitate, e congetturare, o sospettare tutte le altre. 
Diciamo congetturar qualche cosa , qualora ne misu- 
riamo la sua Probabilità. Dunque il congetturare altro 
non è, che il modo di misurare per quanto è possibile con 
esattezza la probabilità della cosa, a solo fine di sceglie- 
re ne' giudizi , o di eseguire nelle nostre azioni il mi- 
gliore , ed il più sicuro. Ch* c ciò , in cui consiste la 
scienza del Filosofo , e la prudenza del Politico (b). 

372. L'esistenza di tre avvenimenti, che viccnde- 



(a) Giacomo Bernoulli nel $• IV. Cap. L dell'Arie di Con- 
jetlurare dice , che la cxrteasa o si prende per la verità della e- 
sistenza presente , ovvero futura della cosa , o si valuta p«r la 
misura della nostra cognizione circa una data verità. 

La probabilità poi essendo un grado della certezza , differisce da 
questa , come la parte dal tutto. Dunque di tanto una cosa è 
più probabile dell' altra , per quanto esaurisce maggiori gradi di 
certezza. Ecco perciò che chi è vicino alla metà de* gradi di cer- 
tezza , è nel dubbio. 

(b) Dopo che Cartesio applicò Y Algebra alla Geometria , 
ed il Newton applicò ambedue alla Fisica, eslese l'Algebra il 
suo dominio in tutta quanta la corporea natura. Ma sembran- 
dole ciò picciolo campo alla vastità della sua estensione, con un 
volo più ardito s' innalzò essa sopra de 1 suoi simboli , e penetrò 
con l'elice successo le incognite , ed intentate regioni della even- 
tualità. L' infinito numero dunque de 1 fortuiti avvenimenti , le 
iunumsrabili combinazioni de' giuochi di sorte , e di azzardo , e 
tutto ciò che impropriamente dicesi soggetto all' impero della 
Fortuna , c oggi un ricco patrimonio di conquista dell'Algebra. 
Il famoso Olandese Huyghens diede i primi passi per la mirabi- 
le Àrie di Conjelturare , detta anche Dottrina della Sorte, e Cai- 



ìu> L ì : t I O N I 

volmente si escludono, mentre un solo di essi dee cera- 
tamente esislere, si riguarda come egualmente probabile, 
non essendovi ragione, per cui più loslo debba esistere il 
primo, che il secondo, questo piuttosto che il terzo; che 
anzi e più probabile In non esistenza, che P esistenza di 
ciascuno, perchè la probabilità in questo caso è = 2 : 1 * 
vale a dire* clie nei tre casi possibili la non esistenza ne 
ha 2 in suo favore, e 1' esistenza 1 . 

3^3. Affiochì: rettamente si giudichi della probabili- 
tà di un evento, bisogna valutare il numero , c 1' inten- 
sità degli argomenti (ri)* che provano, o indicano essere 



colo de Probabili. I più sublimi Geometri dopo di lui invitali da' 
suoi felicissimi progressi non si trattennero più sulla probabilità 
di un evento , o di un' aspettativa , sulla speranza di un guada- 
gno, o sul pericolo di una perdita; ma prendendo di mira lavila 
sociale e domestica , vollero regolare tutte le sorti di stipule , e 
contratti , che dalla verisimile durata della vita dipendono. Ecco 
la scienza de' probabili sollevata al più sublime grado delle Ma- 
tematiche discipline , nel quale essa giugne a giudicar anticipata» 
mente de' gradi della probabilità della vita . e del pericolo della 
morte per tutte 1' età . e condizioni: assegnando ali evento della 
umana caducità la giusta valuta della speranza , e del timore* 
Giustamente perciò un gran Geometra della nostra età volendole 
dare una vantaggiosa applicazione, ha nella Criminale Giurispru- 
denza introdotto con successo il Calcolo de' Probabili. 

(a) Gli argomenti o sono intrinseci, o estrinseci. I primi si 
prendono dalla cagioue, dall' efletto , dal soggetto, da' segni , o 
da qualunque intrinseca proprietà della Cosa, e i secondi dal te- 
stimonio , e dall'autorità degli uomini. Così trovandosi Tizio uc- 
ciso per istrada , se ne accusa Mevio. Quali sono gli argomenti , 
che provauo ciò? L' odio di Mevio verso Tizio; ecco 1' argomen- 
to dalla causa. Esaminato Mevio, si dimostrò pallido, e timido; 
ecco T argomento àsìVcffelto. In casa di Mevio si e trovato nn 
coltello intinto di «angue ; ecco 1' argomento dal segno- Il giorno 
dell' omicidi» fu veduto Mevio passar da quel luogo ; ecco V ar- 
gomento dalle circoslanse del luogo , e tempo. Un terzo depone , 
che il giorno prima dell' omicidio rissarono Tizio , « Mevio ; ec- 
co T argomento da' ttstimonj. 
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stala la cosa , o essere presentemente , o che verri* 
all' esistenza. 

Quindi è, che le probabilità della esistenza, o non esisten- 
za di un evento sono tanto maggiori o minori, per quan- 
to direttamente e più grande, o più piccolo il numero 
de' casra lei favorevoli , o contrarj, e per quanto recipro- 
camente è più piccolo, o più grande quello de* casi pos- 
sibili; dunque c (limando p la probabilità, il numero de* 
casi favorevoli /, e quello de'cantrarj c, avrò la probabili- 

^—/(jgpÙ^ff* Dunque . 

TEOR. CVHI. La probabilità di un evento è es~ 
pressa dalla forinola p^jz^c». 

374. Quindi per la probabilità in contrario avrò 



j c 



p =7 T c * 

375. Fissata la probabilità, si determina la speranza 
degl' interessati per V esistenza di un qualche avveni- 
mento. Ira speranza prende il suo valore o dalla sti- 
ma intrinseca dell' oggetto, o da una stima di affezione 
del medesimo oggetto, che si spera, e dalla probabilità 
di ottenerlo; dunque chiamando la speranza jr, 1' oggetto 

o, avrò s = o jj^ c =op (§.373). Dunque ... 

TEOR. CIX. La speranza dì un evento si va- 
luta colla forinola s=z op. 

376. Or tutti i casi possibili (a) di un evento si 
formano dalla somma de* casi favorevoli e contrarj j; 

dunque p+p' =j£- c +7 ±-= f f ^ = , , eh' è il ea- 

so della certezza (S^o). Dunque. ... % 



(a) Un piccolo grado di certezza forma la possibilità- 
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TEOR. CX. La certezza di un evento si ha dal 
concorso di tutti i possibili all' unità di esso (a). 

Contratti di Azzardo. 

377. Affinchè sia giusto un contratto, debbono esse- 
re ugualmente pregevoli il prezzo , e la cosa, elicsi 
contralta; dunque chiamando il prezzo p , sarà p=s~ 

j^- c (§.375) ; e perciò f+c :/=o : p> Dunque .... 

TEOR. CXI. Ne* contratti di azzardo , affinchè si 
abbia l uguaglianza, deve stare la somma de* casi favore- 
voli e contrarj a favorevoli, come V oggetto al prezzo. 

378. Or se /=»c, sarà o : p~f-\-c : f~2c : c=(§.2i r) 

a : ij cdo = 2/>,e/>— °-, Dunque .... 

TEOR. CXII. Ne* contratti di azzardo se il nume- 
ro de' casi favorevoli pareggia quello de' casi contrarj, la 
cosa, eh' è in contratto , dee pagarsi per metà. 

379. Quindi secondochè varia il rapporto di c ad / , 
si avranno i diversi valori di o , e di p. Infatti .... 

I. Sia /= ne, sarà o: p*=>f+c : / =3c : ac = 3 : a; e 

perciò 0 = - p , p — | o. 

II. Sia^ nr 3c , sarà o : p =/ + c '>f~ 4 C : 3c = 4 : 3; 
e perciò o =~^P 5 P = y o. 

III. Sia 0=3/, sarào : + cif = 3/:/= 3 : 1 ; c 
perciò o = 3p, p=*~. 

TV. Sia c =3/, sarà o: pz=f+c : f=z4f'.f=4> 1 J c 
perciò o = 4 /> 1 ì> — j« 

(a) Questo è il fondamenta!* teorema per gli azzardi. 
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380. Se più sono i concorrenti, ed in conseguenza più 
ì prezzi in un contratto di azzardo, essendo (§. 3 y])pz^-2£-, 
per un altro prezzo p' sarà p' ==^7 '» dunque avrò p : p' 

38 1. T/ra due contraenti A , B dia A il prezzo p all' 
altro 2? , affinchè da questo riceva o. Essendo f i casi 
favorevoli di A , e c i contrarj , sarà (§-3;7) />: 0==/: 
/+c. Dovendo poi B dare o , per riceverli p , tutti i 
casi favorevoli di A saranno contrarj a B , ed i con- 
trarj saranno favorevoli ; dunque per B esprimerà c i 
casi favorevoli , ed/i contrarj ; e quindi per B dovrà 



essere o : p=C : c+f. Dunque per A sarà />= — e per 

pc ., of pc J~r c 

B sarào^-^.i e perciò p : 0=: yqp ; c^r f ^°/ : P c » on- 
de sarà (§.191) />' c=o'/\ e perciò (§.it)5)/: c=/>' : o\ 
Dunque .... 

TEOR. CXIII. Tra due contraenti sono i casi fa- 
vorevoli di chi dà il prezzo ai favorevoli di chi dà 
l* oggetto , come il quadrato del prezzo al quadrato 
dell' oggetto sperato. 

Probabilità Composta. 

38a . La probabilità, che si ha da un mazzo di carie da giuo- 
co, se da esso se ne tira una di bastoni, e (§.373) p~ 3o _^ lQ 

: I essendo 10 le carte di bastoni , e 3o le altre nel 

4° 4 

rimanente del mazzo. Ma se cercasi il Re di bastoni , in 
questo caso, perchè 10 sono le carte di bastoni , ^ di 
probabilità trovato dee dividersi aio, ossia la proba- 
bilità sarà = r ; vale a dire che avrò un caso favore- 
40 
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Tole , e 3p contrarj. Questo è il caso deli* probabi- 
lità composta , quando cioè concorrono due , o più 
probabilità semplici , ed altro non si fa , ebe molti- 
plicare le stesse probabilità semplici. 

383. Coli* esame di tutti i casi favorevoli e con- 
trarj si può la probabilità composta ridurre a semplice. 
Parte uu amico sopra una flotta di 12 Vascelli. Si ha 
notizia , che 3 di questi sic no affondati, e che il ter- 
zo dell'equipaggio de* Vascelli salvati sia morto nel 
viaggio ; qual sarà la probabilità per la morte, o vi- 
ta del mio amico (a) ? 

Calcolate cosi. Essendo 9 i rimasti Vascelli , può Vami- 
, 

(a) Si sodo ì Matematici affaticati in rintracciare la piìfc 
lunga durata della vita dell'uomo, c dopo alcune tracce, elie 
sulla Curva della Mortalità ci lasciò Cheseaur nelle sue Memo- 
rie postume, e d' Alembert ne' suoi opuscoli Matematici, trovia- 
mo segnalato in tal soggetto il Signor Lambert. Questi nei tomo 
primo de* suoi Miscellanei Matematici consultando i registri della 
mortalità in Londra dal i^53. sino al 1^58. , costruisce per tal 
luogo la curva della mortalità , nella quale le ascisse * rappre- 
sentano gli anni dell' età , e le ordinate corrispondenti y> segnano 
il numero de' viventi in ciascuna età. Quindi assumendo un'equa- 
zione indeterminata, per esprimere l'arco della curva, che inter» 
celiano due ordinate , 1' una ai /p anni , da dove fa aver origi- 
ne alle ascisse su IT asse della corva, e l'altra ai 5o anni, ritro- 
va i valori de' coefficienti , cioè A sa a6g5o ; B s=i — 985 , 7 ; 
Ct=Q. 7C9»5; Z>= — o, 03427 \ Essi — o, 0027017; 2^ = 0, 
oooo66635 ecc. -, e perciò 1' equazione per un tal dato arco è 
y era aGgSo — g85 , 7 ar -f- 9 , 7091 5 at' *-» o, o lpj x 5 — « o , 
0017017 -f-o, 000066635 x s ecc. Questi furono i primi pas- 
si, che questo infaticabile Geometra diede sulla curva della mor- 
talità. 

W e] terzo tomo poi della stessa opera rintraccia ht legge della mor- 
talità dal principio della vita sino a 95 anni , e per assegnare 
V equazione alla curva in tutto il suo perimetro , combina una 
Pargola , e due Logistiche , e giunge all' equazione esnonenwa- 

• 
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co esser sopra uno di questi ; dunque i casi favorevoli sa- 
ranno 9 , e 3 i contrarj ; dunque la prohabilità è ($.373) 

P — - -» Il terso dell'equipaggio di questi Vascelli è mor- 
to ; ma 1* amico potea trovarsi ne* | de* vivi ; dunque 
i casi favorevoli per la sua vita sono per quest'altro 
capo j , ed i contrarj j ; dunque la probabilità della sua 
vita per questo riguardo è (§.373) //=|diviso per (^-f- *) 
eguale a |, e l'intera probabilità della vita medesima ver- 
rà espressa da ($.38 3 )/>Xf/= £* jaarjf ^.Dunqueia- 
mico è tra la morte , e la vita (a). 



ìey = 10000 (5^)^.6176 (e~~ r,i ' «»»— c~~ ^TsTT* ) 

£er la curva della mortalità- 
al secondo tomo degli Atti Elvetici lo stesso Signor Lambert 
vaneggiando l'espressione parabolica fa vedere primieramente l'a- 
nalogia della legge della mortalità nel pi imo membro della equa- 
tione col v 1 ir, - t mento di un vaso cilindrico pieno di acqua , se- 
condariamente l'analogia espressa dall'altro membro colla legge 
del riscaldamento , e raffreddamento de' corpi. Questi due soggetti 
dell' in tutto estranei alla materia fan conoscere , che la specie 
umana va gradatamente mancando , come accade al successivo 
votamento dì uu vaso cilindrico pieno di acqua nell'Idraulica; e 
segue nello stesso tempo la gradazione propria de'corpi nel riscaJU 
darsi , c raffreddarsi. 

(a) Per determinarsi la probabilità , ebe ba un uomo di 
giuguere alla piìi lunga meta della vita a confronto di un da- 
to numero di persone tutte capaci di poter con ugual facilità 
morire , fissano i Matematici una curva , nella quale le ascisse x 
segnano il tempo , in cui muojono le dette persone , e le or- 
dinate y dimostrano la somma de' casi , ne' quali possono in 
quel tempo morire. In questo stalo syxdx esprime la somma de 1 



9 a LEZIONI 

384- La probabilità composta, o probabilità di pro- 
babilità è decrescente (§. 38a), e perciò diminuisce la 
speranza, e L* aspettativa. Alle volte però possono combi- 
uarsi le probabilità semplici in modo, che faccian crescere la 
probabilità composta. Di fatto se con uno, che butta un 
dado, scommetto un ducato, se mi scovre 3, la mia pro- 
babilità a vincere , essendo 6 le facce del dado, sarà 

(§.373.) ^ =— -— = £ della certezza. Ma se aggiungessi: 

vi do lo stesso ducato, se mi scovrite anche il 3; in que- 
sto caso essendo a i casi favorevoli , e 4 » conlrarj , sarà 

f = ^p^= =3 della certezza. Ed ecco come cresce 

per me la probabilità di vincere. 

Cagioni, ed Effetti. 

385. La probabilità delle cagioni, e quella degli effetti 
possono combinarsi talmente, che l'esistenza della cagio- 
ne sia certa, e probabile I* effetto, o certo 1' effetto, e 

Jirobabile la cagione, o finalmente probabili la cagione e 
* effetto. L'istesso accade pei sogni, e per la cosa segnata. 
Quindi il risultato di una cagione, o di un segno, che 

prodotti del numero de' mentovali casi nel numero de' momenti 
aella più lunga vita , e sydx segna il numero di tutti i casi pos- 
sibili : dunque pei principj dell' Arte di conjetturare sarà '-^jì 

valore della probabilità della vita più lunga. Or se riflette*! alla 
formola , si osserva esser quella stessa , che i Meccanici danno 
per P invenzione del centro di gravità delle superficie. In questa 
curva dunque la disianza del suo centro di gravità dal vertice è 
uguale al valore dell' aspettativa della più lunga vita. Ecco un, 
mirabile accordo del centro di già vita coli' aspettativa della vita; 
ed ecco come la Matematica coiigiiingc stintamente certi sottilis- 
simi impercettibili vincoli della natura, clic l'uomo idiota crede 
dell' in tutto disgiunti. 
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cerio esiste, ha lo stesso grado di probabilità, che si 
trova nell'effetto della cagione, o nel significato del segno. 

386. Se P esistenza della cagione , o del segno è in- 
certa , ma certo V effetto , o il significato , la conseguen- 
za avrà lo stesso grado di probabilità , che la cagione , o 
il segno. Se la cagione, l'effetto, ed il segno col significato 
sono incerti, la conseguenza avrà una probabilità composta. 

Combinazioni. 

387. JDico combinare più grandezze , qualora queste si 
uniscono a due a due , a tre a tre , a quattro a quattro 
ecc., distinguendole col nome di ambi, terni, quatcrni 
eoe. Una sola quantità dunque non ha combinazioni. 

388. Or di più grandezze da combinarsi in ambi 
ognuna si deo combinare colle rimanenti. Il numero de- 
gli ambi dunque per ognuna sarà uguale ni numero 
delle grandezze da combinarsi, meno la grandezza com~ 
binairice\ ma ognuna fa da coni bina tri ce; dunque sarà 
uguale al numero delle grandezze , moltiplicato per 
lo stesso numero, meno uno; ma ogni ambo vien cosi 
raddoppiato; dunque divido la combinazione per 3=1X1, 

ed il numero delie combinazioni in ambo è =3 "( n ~~ l \ 

1.2 

389. Per avere i terni, basta combinare ciascuna 
grandezza data cogli ambi di esse grandezze. Dunque il 
numero de' terni sarebbe uguale al numero degli ambi 
moltiplicato per lo nu mero delle grandezze — 2, per es- 
sere due le grandezze combinatrici; ma così ogni ter- 
no vien triplicato; dunque divido la combinazione per 3; 

e la forinola de terni sarà —-5 — . 

1 1 a . j 

390. Combino i terni con ciascuna grandezza data, 
ed ho la forinola ' pei quaterni. 
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391. Così pei quinterni la forinola è 

Q(/i-aX"— 3)(w— 4) 

» . a . 3 . 4 . 5 

393. Unisco le forinole , ed ho 

Q + a) 4- iXn^ )(«— 3) 

TTTi nrrs ; — rr^Tò t~ + eqc - ° r <i ul 

rifletto, cbe se ad esse si aggiungesse 1 -f-«, formerebbero 
gli esponenti di un binomio di potenza n (§.79) , e la 
somma di tutte sarcbbc»3 w (N.$.76 111). Tolgo la grandezza 
aggiunta i-f*M, ed ho 3" — 1 — n espressione generale pel nu- 
mero totale delle combinazioni ad ambi, terni, quaterni ecc. 

393. Vengo al fatto* Cerco la somma degli ambi , 
il*;' terni cce, di cinque grandezze da combinarsi , ed avrò 
(S.39a)a 0 '— 1 — n — 3» — 1 —5 = 33 — 6=36. Edi 
fatto cinque grandezze danno dieci ambi (§.388), dieci 
terni (§-389) , cinque quaterni (§.390) , ed un quinterno 
/S-39-), cne assorbiscono il numero 36(6). 



— 



(a) Quindi « nata la regola Aritmetica per le combinazioni , 
di far cioè progredire il numero da combinarsi per tanti termini 
decrescenti dall unita , per quanto è V esponente dilla combina- 
tone , e di dividere quota progressione per la serie crescente dei 
numeri naturali dall' unita sino al numero corrispondente ali 1 es- 
ponente della combinazione data. 

(b\ E vago , e molto ammirabile V uso , cbe delle combina- 
zioni fa Giuseppe JTaidn in una opericciuola musica intitolata : 
Giuoco Filarmonico , ossia maniera facile per comporre un infi- 
nito numero di minuetti, e trio anche scusa sapere il eontràp" 
punto , da eseguirsi €ul Cembalo , o Piano-Forte- 
Per suonate i minuetti , egli giuoca con due dadi , e riporta i nu- 
meri , che essi segoaup » a due tavole con \% divisioni nell' al- 
tezza corrispondenti ai 11 numeri, che contengono gli stessi due 
dadi, e con 8 divisioni in larghezza, che corrispondono alle 8 
battute. Per suonare il ino, giuoca con un dado, e le tavole han- 
no 6 divisioni nelT altezza , ed 8 nella larghezza- In ciascuna di- 
visione vi è* il numero corrispondente alle 176 battute pel minuet- 
to , ed alle 96 battute pel trio. Così sulle stesse carte combina 
una inIìuiU di minutiti , e trio. 
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Lotteria . 

394' Le combinazioni si applicano agevolmente alle 
~Lotlerie , perchè in questo è detcrminato il numero de' 
casi favorevoli e contrari. Nel giuoco detto il Lotto , 
nel quale di 90 cartelle , che sono ncll' urua , se n' ti- 
si traggono sole cinque , se giuoco un solo numero per 
estratto, i requisiti , perchè possa uscire il numero, so- 
no 5 per la natura (lei giuoco ; dunque la probabilità, 



5 



perchè esca , e ($.373) />=|— » e la probabilità , perchè 

non esca, che chiamo p\ è p' ss — ; dunque p: p' ss — : — 
ss 0 : 8^ ss 1 ; 1 7. J * 3 

3qj. Ma se giuoco un numero colla determinazione 
locale , e sia per primo estratto , la probabilità , perchè 

esca , e (§37$) pz=z — , e perchè poi non esca , i requisiti 

sono 89. Dunque la probabilità in contrario =s^? . Perciò 

I. Per lo primo estratto sarà p : p' ss — : — ss 1 : 89. 
IT. Per lo secondo />://= 1 : 88. 90 »° 
IH. Per lo terzo p ; p' 1 : 87. 

IV. Per lo. quarto p : p' s= 1 : 8G. 

V. Per lo quinto finalmente p : p' =1 : 85. 

396. La far mola per la combinazione degli ambi 

è (§.388) n C~) ; dtmque combino i 90 numeri ad am- 
bi , ed ho » C~) ns go(-) ss 4oo5. Combino anche i 

cinque da cstrarsi , ed ho n ( ) ss 5 (— ) =sio. Dun- 

que(§.3 7 3)p=» 4 -i^ > e perla probabilità in coutravio 
^«4^3; /> : />'«=»<> : 3995==, : 3Q9 i . 
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397. La combinazione a terni di 90 numeri è (§.38(>) 

("J^)" 1 1748"' La comhinazione de* cinque e- 
strattì a terno è n (^) (^) « I0 ; dunquep= T ^- Q , 

c ^"K^E* dun( I ue P : /~ ,o: ,f 747°- 

398. Nella stessa guisa senza prolungarmi si a- 
vranno i rapporti delle probabilità favorevoli alle con- 
trarie riguardo ai quuterni , c quinterni, die se poi 
si cerca la promessa corrispondente a ciò , che pone 
il giuocatore , basta istituire una regola di propor- 
zione ($.3a4)> come segue p: p = a : .r, nella qua- 
le a segni il danaro , che inette il giuocatore , ed x 
segnerà la promessa , che si cerca. 

Tesiìmonj. 

399. X testimonj formano anche la probabilità della 
cosa. La validità di questi dipende dal loro numero, e 
dalla confidenza, che si ha in ciascuno di essi. L'e- 
same della nntura della cosa forma la probabilità in- 
trinseca , c Tesarne de* testimonj l'estrinseca. Perla 
probabilità intrinseca si richiede la possibilità, e dove 
vi è contraddizione , il probabile cessa. Quindi .... 

I. La contraddizione nella probabilità intrinseca forma 
un Jisico impossibile ; e perciò in tale stalo si annulla la 
fisica possibilità. Così e impossibile lìsico , che il fuoco 
approssimato a IT asciutta paglia non la bruci. 

II. Perchè le azioni seguono la ragione de' principj , 
che ordinariamente le producono perciò nella im- 
possibilità morale bisogna calcolare il rapporto , che 
passa tra i caratteri, e gli effetti, che da essa deriva- 
no. Di fatto è impossibile, che un uomo savio, grave, 

(a) Le aiioui umane non si valutano dall' evento. Giac. Bei" 
uoulli nell'Aite di Conjelturare. 
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modesto, religioso commetta un' indecenza in pubblico 
senza ragione o motivo , che lo forzi. 

400. Si esaminino ora due testimouj y/, e B\ ed A 

mi dia di probabili là. Venga B ugualmente credibile, 
c me ne darà in conseguenza ^ ; dunque avremo la 
certezza totale (§. 3 7 o) A + B = ^fcjpi+i 

4 

uguale cioè (§-37o) alla certezza y più 5 della certezza 
ìs tessa. Il che è un assurdo. Dunque. 

TEOR. GXIV. La probabilità di una testimonian- 
za non è proporzionale al nunie/v de' testimonj . 

401. Or dovendo io giungere alla certezza pervia 
di testimonj, ciascuno de' quali forma una probabilità, ne 
segue, che siccome la somma delle probabilità mi con- 
duce ali* certezza (§-^70); così tutti i testimonj ccm- 
dur mi debbono al termine della certezza istcssa. Quiu- 

di se il testimonio A mi dà ~ di certezza, gli altri te- 



stimonj mi debbono convalidare il residuo --, per giun- 
gere alla certezza totale -^=1 (§.376); dunque l'altro 
testimonio B egualmente credibile , ebe A , mi darà an- 
che — , ma non della certezza di A, eh' è mà fissa- 
ta (a) , ma di — da fissarsi ; e perciò B mi darà \ — 

IO IO 1 IO 

(a) Per chiarificare ciò , si rifletta , che le — di B non ser- 

• io 

vono per maggiormente convalidare le — dì A ; poiché o le — 

■ 00 IO io 

di A danno certezza , o non la danno. Se la danno , la certezia 
è una , e non ha Insogno di aggiunzione ; ic le di A hanno 
bisogno di convalidazione , non sono certe ; dunque non saranno 
£ , ma un altro rotto minore , c h' è contro l'ipotesi. 

i3 
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($.5t)) =— ^— eli certezza, che unita a quella del primo dà la 
certezza del primo, e secondo testimonio =* * o -f- = 
<§.53) -22- mancante dall' assoluta (§.370) per—. Un 

1 OO 

terzo testimonio C ugual mente credibile, che ilprimo, da- 
rà anche f o di £~, ossia C = f 0 | , « cosi i n 

«eguito. Dunque A+B+C = £+ £ +^ .. 

-21- 4. JL. — probabilità di tre testimoni uguaL- 
Jooo ■ 10 oo 1000 r ' 9 

mente credibili. • 

4oa. Chiamo la certezza = c, il numero de* tcstimo- 

xij = t , e '1 rapporto della probabilità del primo a : c = 

| , e sarà la probabilità di ciascuno p = -. Or essendo t 

=1 per J y t = a per i?, * = 3 per C ecc., avremo la pro- 
babilità pei tcstimonj ugualmente credibili espressa dalla 

Scrie^+£+ 1 + ^ + *»• Dun q« e 

TEOR. CXV. Il numero de* testimonj ci fa sempre 
accostare alla certezza^ senza che mai vi giungiamo (a). 

4o3. Nella stessa maniera del paragrafo antecedente 
si calcola la credibilità de* testimonj , qualora non sia la 
stessa. Così se di una certezza A mi dà un testimonio 

\ di probabilità, e B me ne dà|, e C me ne dài,saràJ5= 

1 = (§.59)~, che unita alla prima probabUità mi dà^ 

(a) Di fallo supponete voi quanto grande si voglia il nume- 
ro de' testimonj , devono sempre restare i gradi di probabilità del 



ario , i quali benché picciolissimi , pure n 0 "^' fanno g 
!' eguagli 



1 un- 



gere all'eguaglianza della unità, eh' è il caso della certezza. L» 
Geometria può valutare 1' asserzione de' tcstimonj coli* funzioni 
della curva Logaritmica. 
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-f- ^ =(§.53) eguale alla probabilità di A-\-B\ dunque 
resta ^ per giugnere all'intera certezza, perciò C ~\ 



'35 
^ ; dunque A+B+C =» + Sb=($- 53 ) 3G* 



4 

18 



404. Se nella probabilità de' testimoni vogliamo 
separatamente avvertire la capacità, per cui non s'ingan- 
na, e la integrità, per cui non voglia ingannare; allo- 
ra la probabilità di ciascun testimonio si calcolerà co- 
me composta (a). 

Di fatto uno mi dà una notizia , ed io conoscendo la 
sua scarsa intelligenza su tal notizia , la valuto colla 

probabilità = ?. Quindi scommetto i5 contro 1, che egli 

sia di buona fede; dunque la probabilità della sua integrità 

sarà (S»373)/>=3 - , e perciò la probabilità della sua 

irtdlip»* e oociti*»? 1 5-J. 

405. Il testimonio di udito è meno credibile di 
quello di veduta, posto tutto il resto uguale. La con- 
fidenza del primo va indebolendosi a proporzione del 
numero delle bocche intermedie dalla prima. 

Cosi A dice di essermi stata conceduta un' annua entrata 

di 1000 ducati. Suppongo, che il suo avviso abbia 2 di 
certezza; dunque la mia speranza (§.375) «= 1000 X 



IO 

9. 



9000 



= 900. Mi dice A di averlo sentito da B, Or se B 



(a) V esperienza è la «cura scorta per giudicare della capa- 
cita , ed integrità di un testimonio ; calcolando cioè ti numero 
delle menzogne, e quello delle verità, che abbia potuto dire uu 
dato uomo, calcolo in verità molto difficile , ami impossibile» In 
mancanza duuque di questo bisogna ricorrere alle toci pubblici*© 
e particolari 



1 
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T avesse a me dello, avrei stimata la sua nelizia 

di ?- ; ma perchè 1' ha detto ad A, uè so, se siasi in- 
gannato, o ahhia volulo ingannarmi, perciò la probabi- 
lità di A sarà composta dalla propria, e da quella di 

JB ; dunque == ^ -p == ~ , e la mia speranza sarà 



io I io 100 

' ' 81 

(5-375) = 1000 X — =810 ducati. Se vi fosse un terzo 
testimonio egualmente credibile , sarebbe la speranza 



?_ I 1\ 1000 = 739 ducati , e così innanzi. 

X iO IO lo' : a 

406. Indichi ri: c = ^rla probabilità di ciascun te- 

• 

stimonio di udito, ed il nHmero di essi sia = t. La proba- 
bilità di ciascun testimonio di udito sarà indicata da una 
serie, il cui termine generale è tutta la probabilità, che 
posso avere; e perciò a differenza di quella del §. 4 0f 
mi vado sempre allontanando dalla certezza (a). 

407. La certezza morale si suol prendere per as- 
soluta , perchè in tal caso l' intera certezza o si ha 
di raro, o non si ha. La congettura non dee cadere 
sulle cose certe, ma sopra di quelle, delie quali abbia- 
mo alcune probabilità per la certezza. Bisogna perciò 
valutare tutte le circostanze, che ci possono far venire 
in cognizione della cosa. Nè basta esaminar ciò , che 
conduce alla prova della cosa, ma devesi esaminar anche 

■■■ — ■ ■■ — ■■ ■ , il — — 1» .- h i • mim ■ 1 m — ^ ^ — ' ■ ' - ■ ■ 

(a) Posta la confidenza di ~ per ogni testimonio , fallo il 

calcolo, il tredicesimo testimonio darebbe - della certezza, ed 

allora cesserebbe la cosa di esser probabile , ossia cesserebbe U 
ragione estrinseca , perchè si creda , o 110. 

Se falcolo la probabilità per — - , dopo 70 testimoni si avrà - 

della certezza- E se la confidenza fosse allora 70 te»tiujoiij 

renderebbero il fallo incerto. 1000 

1 
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quello, che può àddursi in contrario, affinchè fnesse 
ad esame le une, e le altre ragioni, si vegga quali 
di esse preponderino. Quando si giudica in generale, 
bastano le prove universali; ma se si giudica dell' in- 
dividuo , vi bisognano le prove speciali. . 

4o8. Generalmente i molivi, che conducono alla 
probabilità, bisogna che sieno considerati in tre aspetti, 

I. Motivi, che esistono necessariamente, ed indicano 
contingentemente. 

II. Motivi , . che esistono contingentemente, ed indi- 
cano necessariamente. 

III. Motivi ehe esistono contingentemente, ed indica- 
no contingentemente («).■<" r?| . ì /» l 

btiitu i» tuì . r .v»inf9U>i}<-i$| j*i tilt a t )V- \ 1>1> 

> r .' » JI ' .\J \ •! ^.- i • C ,r>l ukr^LO'^Uli o tttjf ttuiuifi 

ift'rA iii. .• , i.ì» " in >\> ù\<i 4) «'Ufljtit t linfoma IÌK} o 
'o »I» u .oj^?om*^ Lfii\i*ft$Ji ih .vg$,^i>y %i)|ìiiuh --.srdi 

iti. ohi ^yjtlt^life 

• .«oai,<\j'>*> tao .notimi 

i» : .•» i f ».w-':l» •'• -' • ' • • t r - h f> » \ : : ; >•• ili* 

: • . f ..... r • 

• • * 



'..ut ' .Vi, V ..;it. . • .ti i .. .u 

(a) Giacomo Bcraoulli Cip. III. l'ari. IV. Arte di Conjer. 
coti esemplifica questi tre canoai. Ua amico da qualche tempo 

non mi scrive. Tre possono essere i motivi , la poltroneria , U 
morte , i negozj- La poltroneria esiste necessariamente , perchè 
tal è la natura dell 1 amico ; ma indica contingentemente , perchè 
può darsi non essere stato questo il motivo. La morte è un mo- 
tivo contingente , perche può essere ancora Ira vivi j ma judica 
necessariamente^ perchè il morto non può scrivere- I negozj può 
averli , e non averli , ed avendoli possono dargli un momento di, 
tempo a scrivere} dunque esistono, ed indicano contingentemente. 



A. 
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SEZIONE V. 

LÀ GRANDEZZA DISCRETA HE* 8UOI INFINITESIMI 
AUMENTI , B DECREMENTI. 

LEZIONE XXIII. . 

Idee preliminari alle Grandezze 
infinitamente piccole. 

409. E di essenza della grandezza l' essere suscettibile 
del piti, e del meno in proporzione, che si cerca o in- 
grandirla, o impicciolirla. Dopo che essa ha subito uno 
o più aumenti, o una" o più diminuzioni , é anche gran- 
dezza ; dunque capace di ulteriore aumento, o di ulte- 
riore diminuzione , fino a che può giungere 1' umana 
percezione a supporta maggiore di ogni data nel primo 
caso , e minore nel secondo. Questo ultimo stato , che 
alla grandezza si fissa dalla nostra intelligenza, i limiti 
del quale par che nou possa essa sorpassare, dopo che si 
. è renduta maggiore di ogni data, allorché cresce, o mi- 
nore, allorché diminuisce ; dicesi generalmente Infini- 
to, che nel primo caso io chiamo infinitamente grande 
o infinito, e nel secondo infinitamente piccolo o infini- 
tesimo. Questa é l'idea più semplice dell' infinito {a) ma- 
tematico, la quale ci fa vedere, come la grandezza va 
all' infinito, ed é matematicamente all' infinito divisibile. 



(a) Nella definizione dell' infinito è necessaria la clausola mag- 
giore di ogni data} poiché «e si d|j|aft£ ; per una grandetta cre- 
scente senza fine , come taluni Tatari delibilo , sarebbe infinito il 
poligono iscritto in un cerchio dato di grandetta , e che tende a 
confondersi nel cerchio is lesso. 
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4 io. Or la grandezza , che dallo slato finito pas- 
sa a quello dell' influito 

I. Riceve nel suo successivo cammino lutti i possibili fi- 
niti aumenti; dunque incapace di essere aumentata da 
qualunque grandezza finita, e seguando così oo Y infinito, 

e cosi 55 1' infinitamente piccolo (a), avrò co Hh a = oo ; 
co +; 4 = co . 

II. Dunque la grandezza , che non è co f ne ^, è fi- 
nita , variabile , o costante (b). 

III. La grandezza , che dallo stato finito passando all' 
infinitamente piccolo, giugne ali' ullimo termine di di- 
minuzione, che T umano intendimento lesa dare (§ 4°9)> 
non può essere diminuita per alcuna quantità finita. 

IV. L' umana intelligenza però può dilatare i fissati li* 
miti dell' infinitamente grande , e dell' infinitamente pic- 
colo; dunque 1' infinitamente grande , e I' infinitamente 
piccolo sono capaci di accrescimento, e di diminuzione y 
ma tanto il primo, che il secondo non comportano gran- 
dezza finita (S-4 1 o. i . 1 1 1 ),perchc le sono divenuti e teroge- 



(a) È una convenzione segnare così ao l' infinito ; è poi una 

forza di raziocinio segnare 1 infinitesimo per — . , una grandezza 

ce 

finita cioè divisa per V infinito; dunque se io ordine all' infinito, 
ed a due variabili v , »' trovo una quarta proporzionale , avrò 

» : v v=tv' ; —, eh' è la vera idea dell' infinitamente piccolo, 
co 

(b) Chiamo grandezze variabili quelle , che sono capaci di 
aumento , e di decremento. Dico grandezze costanti quelle , che 
non crescono, nè diminuiscono. Le grandezze variabili si concepi- 
scono come fluenti , e generate pei* così dire da un moto conti- 
nuo : di tal natura sono le ascisse , le ordinate , i rispettivi ar- 
chi di una curva ecc. Le grandezze costanti poi si concepiscono 
detcrminate , ed invariabili : di tal indole sono i parametri , gli 
assi , i diametri 
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nei; dunque si accresceranno delle grandezze omogenee. 

Così oo+oo==2oo;ooXaD==oD , ;»X 3 00 a5 =3a: ,:0 ^ 

- + -= -; — X — = — , ; — =■ X 3 co c= — * ; 

«C «3 » ' ce co ao " ao ;c ' 

-Xoo=t. 

OD 

Ecco l'origine di più infiniti, e degl'infiniti d'infiniti 
matematici , ossieno de' varj ordini degl' infinitamente 
grandine degl' infinitamente piccoli, clic con più pi o- 
prio vocabolo chiamo indefinitamente grandi , ed in- 
definitamente piccoli. Sembrano paradossi quest' infini- 
ti d'infiniti adii non è avvezzo alle matematiche me- 
ditazioni, e molto più a chi ne ignora il vero linguag- 
gio (rt) , ma in realtà non è così. 

4tl. Il crescere, o decrescere, che fa una grandez- 
za ,. non debbe intendersi por una immediata apposi- 
zione, o diminuzione di parti, ma generata dagli cle- 
menti, o flussi uguali prodotti in tempi infinitesimi a 
passi infinitamente piccoli. £ siccome non vie parte di 
tempo minimo in se , della quale non vi sia altra mi- 
nore; così non vi è flusso, che in se slesso sia il mini- 
mo possibile. Ed ecco nella libertà del Calcolatore im* 

Siccolire le grandezze sino a quel segno, che gli corno- 
a , prendendole astrattamente sempre minori di qua- 
lunque assegnabile. Dunque questi elementi, o flussi di 
tal sorta non esistono per se stessi, ed assolutamente in 
natura, ma sono grandezze relative alla nostra maniera 
di considerare le cose esistenti "nella natura i stessa. 

9 



(a) Svaniscono i paradossi subitoccl»è. : M, avverte , che l'infi- 
nito matematico non è assolto , ma di relazione , e che gì' infi- 
niti de' varj ordini altro non sono , che grandezze maggiori di o- 
gui data distinte in varie classi , perche sono i quadrati , i cubi 
ecc. del primo influito, ebe fa di base a questi ordini. Leggasi 
Newton per l'idea netta dell' infinito nella fiuc dello Scolio al 
Lem. XI. Set. 1. Lib. I. Trine Mal. 
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4f a. Gli elementi o si considerano , come costituti- 
vi , e parti della grandezza generata , o come incremen- 
ti, o decrementi , che si danno alla grandezza , che flui- 
sce per generarsi, o per risolversi. I primi sono oggetti 
del l i -n o, cadono i secondi sotto le meditazioni dell'Anali- 
sta, il quale li chiama differenziali della grandezza. Dun- 
que La differenziale di una grandezza non di esponente 
variabile (a) altro non è , che V eccesso tra la grandez- 
za finita , e la stessa grandezza aumentata , o sce- 
mata di un nuovo Jlusso. 

4(3. Tutte le grandezze sono suscettibili di difTe- 
renzazione , perchè tutte capaci di aumento, e diminu- 
zione , fuorché quelle , che noi vogliamo considerare 
giunte a certi limiti , oltre i quali non possono più 
estendersi, e questi limiti vengono determinati dalla na- 
tura , e dalle condizioni del problema. Chiamo queste 
grandezze costanti , non perchè intrinsecamente sieno 
tuli , ma solo perchè in quella data posizione non pos- 
sono variare , perchè dati di grandezza. 

4i 4* Le lettere , che finora hanno segnate le gran- 
dezze incognite, segneranno qui le variabili; quelle, che 
han segnate le note , indicheranno le costanti , ed il 
segno della differenza iione sarà d , lettera iniziale della 
parola diiTcrenzazione. Cosi dx si legge : differenza. 
di x ; dy si legge : differenza di y ecc. 

4i5. Faccio i : dx = dx: — ì— = dx \ ed hodx iu- 

finitamente piccola di primo ordine rispetto all' unità , e 
dx* infinitamente piccola di primo ordine rispetto a dx 
(§. 186.) , ma infinitamente piccola di secondo ordine 
rispetto all'unità ; e così proseguendo le terze continue 



(a) Questa c la vera idea , clic fissar dobbiamo alla diffe- 
renziale delle grandezze ; e questo è il principio generale per la 
diffcrcuzaiione delle giaudczze variabili. 

14 
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proporzìonalj , nella progressione geometrica il termine 
m rispetto al primo termine sarà di ordine m — i, ri- 
spetto al secondo sarà di ordine m — a ecc. , che sono 
i diversi ordini delle grandezze infinitamente piccole. 

4iG. Neil* analogia i : dx = dy : dxdy, la 

prima ragione è un rapporto della grandezza finita i all' 
infinitesima < .r ; dunque anche tale dev'essere il rap- 
porto di df : dxdj (§. »8G); e perciò J;- figura una gran- 
dezza finita rapportata a dxdy di ordine superiore, e questa 
infinitamente piccola rispetto a dy; ondedy + dxdy = 
(§.410). Dunque .... 

Qualunque differenziale di ordine superiore nulla accre- 
sce^iulla diminuisce alla grandezza di ordine inferiore. 

417. Nell'uso però degl* infiuitameute piccoli de-, 
Tesi far conto di. tutte le infinitesime grandezze. . . 

I. Qualora 1' infinitesima è connessa e ligula con qualche 
grandezza finita in forza di condizione nel problema. 

II. Qualora la grandezza , di cui essa è infinitesima , o 
svanisce , o vicn anche depressa sino allo stato d' infinite- 
sima rispetlo a ciò , eh' era prima : giacche in tutti due 
i casi la grandezza s che si trascura, perchè di ordine 
immediatamente inferiore , sarà tuie non in realtà, ma 
in apparenza. 

LEZIONE XXIV. 

Evoluzione della Gramlezza finita 
nella sua difft rcnzuAc. 



F " 
IH qui si son considerate le grandezze solto 
l'aspetto di cognite, ed incognite. Ora le valuteremo sul- 
lo l'aspetto di costanti , e variabili. La grandezza va- 
riabile o si decompone sino alla sua di fiere n zi a le , o 
si compone dalla sua diUerenziale data. Chiamo il pri- 
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mo metodo Calcolo differenziale , ed il secondo Cai* 
colo integrile. Ambidue uniti formano, il calcolo Iti" 
finitesimale. Dunque tulta la dottrina, di questo cal- 
colo si fonda sopra di un problema diretto , ed inverso 
cosi enunciato : data la funzione della wtriabile, si cerca 
la .tua differenziale : data la differenziale , si, cerca la 
corrispondente f unzione della variabile. Il problema di- 1 
retto dà il metodo di differenziare , e l' inverso inse- 
gna la maniera d* integrare- ■ \ . ìj 

Problema diretto. 

4 19- Il sogno della diflerenzazione è d (5- 4*4 ) » c 1* 
differenziale di una grandezza ($.41 2) non di esponente 
variabile pareggia Y eccesso della variabile sopra di se 
stessa aumentata della sua differenziale. Dunque per 
di licenziare una data funzione non di esponente variabile 
stabilisco un Canone generale., cioè: 

Si lui la differenziale di qualunque algebrica f un zio- 
ìic non di esponente variabile, se in vece di ciascuna va- 
riabile si sostituisce la variabile aumentata della sui 
differenziale, e da questa nuova funzione introdotta si 
sottrae la data. «. .. 1". 

420. Vengo all'applicazione di questo Canone alle 
varie particolari modificazioni che aver possa una gran- 
dezza , per fissare soperatamenle i teoremi delle partictf- 
lari di lei funzioni. Cerco primieramente la differenziale di 
a +mx , ed ho d ( a + mx) —a +iax+mdx—a—mx± 
md.v. Dunque .... • » 

TEOR. CXVI. Le semplici variabili , -che non ol- 
trepassano il prime grado , si differenziano colla sola 
apposizione del segno differenziale alla variabile. 

4*i. Or per avere la differenza di xy , do l insen- 
sibile aumento ad x » ed ho x+dx t e per y ho j-f df \ 
d u nque la sua di Iforenzin le ( J| . 4 1 ^)h{x+dx^j^dxy^xf-rs^ 
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xy+ydx+xdjr+dxdr-- xy-ydx-\- xdr+dxdy\ ma dxdf 
è infinitesima di ordine superiore R(\ydx,oi\à xdriS-fafy* 
dunque ydx+xdy+dxdr—ydx+xdyz^d^xy). Dunque... 

TEOR. CXVII. Se le semplici variabili son mo/- ^ 
tiplicate, si ha la differenziale di esse dalla somma del' 
Iti differenziale di ciascuna nel prodotto delle altre. 
Così axyz^zxydz-^xzdy-j-yzdx (a) ecc. 

4'J2. Potendosi le potenzeconsiderare, come prodot- 
ti , le di (Terenzio col metodo de* medesimi. Si cerchi 
dunque d (x , )=zdxx=z.{§./\ii)xdx+xdx=2xdx=2x'- t 

dx.Casì dx m z=zmx m dx. Dunque .... I 

TEOR. CXVIII. La differenziale di una potenza sj 
ha, se la variabile diminuita dell'unità nclV esponen- 
te si moltiplica pel suo esponente , e per la sua sem- 
plice differenziale. 

X X 

4a3. Cerco differenziare^. So ($.37) , che -=zxy TJ 

Dunque sono nel caso dì dilTerenziare un prodotto, di cui 
un fattore comparisce potenza di esponente negativo ; 

dunque (§.4ai.4^ 3 ) d(~ )=zd(xf~ ' )=/~~ ' dx — ixy —,— 1 

TEÒR. CXIX. La differenziale di un rotto si ha, 
se il denominatore si moltiplica per la differenziale del 
numeratore , e da questo prodotto si sottrae il numerato- 
re moltiplicato per la differenziale del denominatore , 
ed il tutto si divide pel quadralo del denominatore. 

4^4- Quindi <i(->=» — ; così </(-) = . . . 

& r jy^Jy. e rmalmciltc d £j 

y y v y 

(h) Coir piìi stretto linguat-pio : %i Hiffì'renziano i prodotti di 
più fattori con prendere successivamente un fattore variabile, < 
gli altri come costanti. 
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420. Se cerco la differenziale di y~jc=(§.frj)x"\ SO- 
110 al metodo delle potenze; e perciò d(J^"x n ) ss d (x'")= 

n t/ì nàx 
(S-4")-x dx=($.3 7 ) _ w+ . t = 

• » 



« to . „ . ndx ndx 

mar ** «u: * • 



.. Dunque. 



wV(j*-") 

TEOR. CXX. La differenziale di una radicale pa- 
reggia un rotto , il cui numeratore è il prodotto della 
differenziale della semplice variabile moltiplicata pel di 
lei esponente ; e'I denominatore è il prodotto dell' espo- 
nente, della radicale per la stessa radicale, che ha la da- 
ta grandezza sotto di se % elevata aU esponente della 
radicale meno il proprio esponente, 

cosi dr*=^- x ■. e d( r «*-*■ ) = >■ 

' adx — "xxdx 
e finalmente d(y~ aar — oc*) — — 5 -, ecc. . . . 

Diffcrenzazione delle grandezze Logaritmiclie. 

4^6. Se la grandezza da differenziarsi è logaritmica , 
come Ir , e si cerca la differenziale del logaritmo 
della variabile x , fo Lr=s y ed ho z-\-dz =z \(jc-\-dx)* 

Q U i..Jid 2 =l(a: + dx)- S =l(x + <ir)-lx=(S. a 89)l(^±Ì:') 
Dunqu e . . . . 



yin u r.z ioni. 

TEOR. CXXI. La differenziale del logaritmo di 
una semplice grandezza pareggia la differenziale della 
grandezza moltiplicata per lo modulo divisa per la stes- 
sa grandezza. 

427. Così essendo Lr>-=^.a88)l.r+ì;-,saràJlrr)== 

TEOR. CX XII. Resteranno differenziati i logaritmi 
de* semplici prodotti , se si moltiplica una variabile perla 
differenziale dell'altra^ viceversa^ la somma de prodot- 
ti divisa per lo prodotto dato si moltìplica, per lo modulo. 

4^8. Or se si vuole la differenza de* logaritmi del- 

Àdx* 

le potenze, cioè di Lr n ; *arà($.4i6) d Q^y^rm 

, ..4ux n ~ l dx Àndx Àni\t _ 

TEOR. CXXIU. La differenziale deUogarUmo di 
una potenza si ha, seVesponente della potenza si passa per 
coefficiente alla differenziale della semplice radice molti- 
plicata per lo modulale si divide tutto per la slessa radice. 

429- Secerco Indifferenziate dit^Lr)*" potenza de* lo- 

gantmi,sara</(l.r) =( A=m{\x) — . 



x 

Ad* 



Così si avrà d (bc") m = mn ( Lr")" 

43o. Se si vuole la differenziale di I - ; sarà d ( 1 

(S^rfC^Hf)^^^^-^) ' Dun( i u <* • • • 

TEOR. CXXIV. La ikffercnziale de' logaritmi d/ 
frutti pareggia il prodotto dei deuominatore nella diffe- 
renziale del numeratore , meno il prodotto ttei numerata- 
re nella differenziale del denominatore, divisa la dijje- 
renza per lo proilotto del numeratore col de noni inai ore. 
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43 1. Se mi proponessi differenziare un logaritmo 
di logaritmo, come Èr ; farei \.r=z ; e di Ilei enfiando 

11 ti é!\ j t\ \ -d'I* -d' Adx A dx 
z, avrò (426) a (b)= = 



I. Così nella d{\\\x)z=d(? x ) % facendo ibr^s, avrò ^'(l^)^. 

A dx ' • 

UiX . I X 

• , , • .n«. v 1 u -1 . ».:»• '•».. »«. •»»».*• • 



li. Così wftrftforW- t . 

III. E generalmente </(l n .r):=_- ■ y4 " tlx 

Dunque ...» \ .•//.''. 

TEOR. CX XV. La differenziale di un logaritmo 
pareggia la dijf «nuziale della Semplice *h rf «bit* mol- 
tiplicata per lo motlulo elevato all'esponente logaritmico 
dtvuo per un prodotto .„ idi cui/atteri sono successivi 
logaritmi > che cominciano da quello della semplice va- 
riabile^ e terminano al logaritmo^ che ha per esponente 
H logaritmo dato meno F unita 

43a. Si e dimostrato ,, chc(§.4 2 6>/Lr= — * Mà tae * 

logaritmi naturai* il modulò ^=n(N.§ : .3o 9 ) fduùque ka^ 

rà </1jt= , e -rfjsxir. Dunque. .". ' \ W - 'X 

TKOK. CXXVL Za differenziale di una qnahtnrjtte 
grandezza pareggia la stessa grandezza moltiplicat i 
per la differenziule del suo logaritmo, (h). 

T"! ~~ " . ■ ■ 1 , , n 1 , A U 

fa) In tutti questi teoremi stabiliii per la diffcrenzaiionr «Ielle 
giai.de/ze logaritmiche si è valutata la* grandezza A a sof fine di 
generalizzare la teoria per qualunque sistema logaritmico di m 0 - 

«l..lo A, Iratlandos. Però d.' logaritmi «alatali per quali ^ 1 , 

tal inudulo non si calcola- 

P , .uìtì^Tt f l C0IJ ì O r rinci P io \ "°h<> «H» a drflWiare la 
gundezzc algebriche. t>i falla . . . . • ' 
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Dijferenzazione delle grandezze Esponenziali. 

433. Col princìpio stabilito nell'antecedente paragra- 
fo mi fo strada alla differenzazione delle funzioni Espo- 
nenziali, cioè di quelle grandezze di esponente variabile. 
Cerco d(a x ),eà avrò da x =:($4^)a W=($. 2go)a x d*:\a sa 
a'iadx. 

434-Sia ora d(y)M^(U^)d/^d\y^s.2 9 o) 

/44rM4» « 4ri)f(dz\r+zp. 

TEOR. CXXVII. La differenziale di una gran- 
dezza esponenziale pareggia ' la stessa grandezza es- 
ponenziale, moltiplicala per la differenziale del pro- 
dotto del suo esponente nel logaritmo della sua radice. 

435. Ma se T esponente variabile è innalzato ad un 
altro esponente variabile , cioè ad un esponenziale di 

secondo ordine, come x* , e se ne cerca la differenzia- 
le , la discorro così. 

z 

Suppongasi ; dunque x r = x u » c ($.4^4) du = 



1 — : 

I. La differentiale di *y è d(rv)t= *y ( <*lx-f rfjr )*= ($-4^) ' 
TyC-^^^+^iK, come nel $4aw 

IL lI differenziale di *" è $.«3») *" JJx» = ( $-4^ ) 



i— £f=vnx"~~* <£r, coinè nel §-4"- 



in. La diffcrenriale di ^ è ^)==* ( </U-%) =. H*7) 

^.lÈT^' (,^^ come ad HAeco- 

ù del resto. 
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« «'00 (fi* + + àz\x\f ). 

Che se .r=j=/n, cioè se son costanti Xjj, sarà dx Y =dm m 

436. Dalle unioni dell' espressioni monomie si for- 
mano le polinomie ; dunque queste saranno differenziate 
subilo die si differenziano quelle. Che perciò 

J(x+xj+x'+ £ + J/~ x" — ir-a r ) =(420.421 .422.423. 
425.426.433)^^+^x4-2^ 4.^=^ 



. . • . 



n dx 



+ Adx x 1 » 
"> — — — a max . . . . 

Questa è la più nella idea del Calcolo differenziale. 
E quantunque il principio stabilito nel §. 4» 9 è nato 
da una forza di raziocinio , pure è quello istesso det 
mclodo de* Limiti (a) praticato dagli antichi Geome- 
tri , ed ora vantaggiosamente esteso da'moderni Analisti.. 



(a) Il Grande d'Alembert vide il primo nelle immortali ope- 
re del Newton le regole fondarne" tali de' Calcoli trascendentali 
dipendenti dall'antica teoria de Limiti , della quale si servirono 
i «rimi Geometri , allorché dalla misura delle figure rettilinee 
vollero passare alla misura delle curvilinee. 

Questa via battè Archimede il primo per la misura del cerchio f 
e per la misura dello spazio parabolico- Ci siamo contentati con 
lui di un' approssimazione per lo primo spazio , e di un' esatta 
misura (>el secondo. Questo metodo de' limili è divenuto oggi il 
fondamento del Calcolo infinitesima: Il celebre Cousin non solo 
lo ha applicato alle Matematiche pure , ma lo ha esleso ancora 
alle miste. Egli riduce tutto il metodo alle seguenti due proposi - 
ziuni fondamentali, 

i5 
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437. Che se una finizione differenziata si maneggia, 
come «e fosse un'ordinaria funzione , supponendo varia- 
bili tulli i termini di essa , o uno, a più, e si maneggiai* 
i rimanenti , come costanti (cosa che si determina dalla 
condizione del problema ) si avranno le differenziali di 
differenziali. E siccome il segno della prima differenziale è 
d (jj(i4); cos ^ quello delle seconde è d' , quello delle 



I- Una grandetta ha per limite un altra grandetta , quando ti 
sa , che la prima puà avvicinarti alla teeonda sino a non diffe- 
rirne , die ad una quantità per quanto piccola ti vorrà , sema 
poter mai coincidere con essa- 

IL. Se due grandette , clic crescono , o continuamente decresconoy 
conservano tra loro la slessa invariabile ragione , questa ragione 
sarà quella de y limiti delle due grandette date. 

Se qui mi avessi prefisso altro line , farei vedere, che questi 

due soli principj di Cousiu non bastano a' Calcoli trascendentali. 

Affinchè però ti abbia una precita fondamentale idea di questo cal- 
colo, sia £ una grandezza costante , e chiamo v una variabile, la qua- 
le successivamente diminuisca , quando v > c , e cresca successi» 
v aulente, qualora t'<^c. Neil' uuo , e uell 1 altro caso si avvicinino 
esse senza fine in modo, che +• c ^ r si faccia minore di qualun- 
que omogenea -, dunque sarà c limite di v , e le do per segno L. 

Quindi posto c — v , dev'essere v <c , e posto v— -c r deve 
mettersi t»>c. 

Fo soffrire ad v Y ultima variazione , e si faccia f=c. Chia- 
mo c in questo caso limite inclusivo di 9 j e se nou può mai farsi 
p=2C, chiamo c limite esclusivo di v- Cousio non fa questa ne- 
cessaria distinzione di limiti. E pure il Newton nel Lem- I. Sez.I. 
Lib. I. Princ» Mut. parla de' limiti iuclusivi , allorché contempla 
r avvicinamento , che v fa a c cosiautemeuie iu un tempo finito. 
Net cor. 4- poi del Lem. HI. chiama la curva limite esclusivo» 
del perimetro de* poligoni variabili iscriitibili , e circoscriitibili. 

Or se Hr c -r- v = * » potrà, ar farsi miuore di qualunque omo- 
genea, e perciò evanescente. Se Z.*> = c inclusivo , sarà * un» 
' volta nello italo zero ; ma se Lv = c esclusivo , si avvicinerà! 
sempre x allo zero , ma giammai non vi giungerà , o cesserà dà 
esistere -, che perciò si troverà nello stalo deH' Infinitesima. Que- 
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terze ff in modo , che tV x iodica la seconda differenza 
di x % espressione differente da dx % , clte indica il qua- 
drato di dr. Quindi .... 

I. La differenziale di {dy"^_ dxT^dz) , sapponendo co- 
stante la dx, sarà =s (f y ih dx~^Ld' z. 
fi. Essondo tir variabile, sarà d[xdx)zz'$. fai) xcCx+dx*, 
IH. Così d (dacT) sa (§.4*a) ad-rrf'x. 

IV. Così £MM»3) 1- — ecc. ecc. 



sta definizione della grandezza infinitesima ci libera dal falso Tur- 
lodo del Cavalieti , come »i ka dal Newton, dalla Cappelle, dall' 
Enciclopedia ecc. 

Pan 1 e«*ere ■+ c jp psa x , sarà ideuiìcamenie C+^x=*v} 
dunque £(c-+x")=aLc»; ma L rs=»c ; dunque L (c -+ x )=c. 
Ecco il Canone per trovare il limite di una variabile inafj: x. 
Sciolgo la variabile in due parti , una costante c, e V altra eva- 
nescente a \ sottraggo {evanescente +~ x , e la rimanente costan- 
te c è il limite cercato. 

Così sapendo e limite della variabile v , posso esprìmere il 
v ni ore della variabile , aggiungendo alla c una ignota evanescente 
et , e fare fatsc dr*. Questa è hi breve F idea fondamentale del 
calcolo de* Limiti* 

Vengo all' application?. Una fnotione qualunque di x venga 
da F, la quale diventi qualora in vece di x si meUe sr +dx; 
dunque y — Y ss x ± dx — ss =Hh d*x ; dunque — Y è la dj/Qfc- 
renziale finita di J , ossia di x. Dunque. • • • 

Per determinare la differenziale finita di una qualunque 
funzione si sostituisca ad x la x"±dx , e se ne sottragga la 
funzione proposta , ed il residuo darà la differenziale cercata , 
canone stabilito nel 5* 4'9- 

Nel testo , per facilitare le operazioni differenziali , mi so* 
servito di qneslo principio nel differenziare semplici grandezze, « 
prodotti , ed a questi ho ridotte poi tutte le altre operazioni , per 
far vedere «1 nesso delle verità. Or qui insegno a differenziare col 
metodo de 1 limiti , affinchè si sappia la manovra di quest' appr- 
ensione. 

Sia da differenziarsi xs j avròxs zsY, ed v =s(x-^-six)(s-J-o , «)é 
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LEZIONE XXV. 

La Grandezza incapace di ulteriore aumento» 

a decremento. 

438. grandezza , che a passi infinitesimi cresce 

sino ad un certo stato , al quale la convenzione fissai 
limiti; o le circostanze, le <|uali l'accora nagnano, non per- 




($•79) * m + dx+m(?=l) *** • • ecc._*'*= = m*«— 

the -|- m (~^~) x m ""~" J-r* . . . ecc. ; e togliendo il secondo termine , 

a V 

perchè infinitesimo di ordiue superiore , si ha d (*'") = nw Wr ~' 
come nel §. 4aa. 

Sia da differenziarsi (-) : sarà *Z-=sy — - ' - — - . . 



Sia da differenziarsi V * n =* w 5 sarà <i (x")c=/— Kc 
» n 2 «-* » 



(x-\-Jx) m — x"=j«+i a; " dx-f-ccc a^ra^^),. 

ndx ndx 
' «= (S.S7) w TO -„ , come nel §4^- 

• A /x 
wjr '"V 

Sia da differenziarsi l«; sarà d(ìx)=y — F== 1 (x-f-rfx) — Ijss= 
•3.Ì89) 1 ^=t-=. l(i + T ) = (§-3io) — ~ - . + 3 — 

(5. /f 16) , come nel $ £a6. 
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mettono, che più cresca; o che sia finalmente giunta 
allo stato di quella massima crescenza , nel quale ce 
la immaginiamo superiore a qualunque data , essa gran- 
dezza in tal posizione non può ricerere , che una sola 
variazione , di' è quella del passaggio successivo dallo 
stato di massima grandezza a quello di minima. Al 
contrario se la stessa grandezza per le addotte circostan- 
ze si trova giunta allo stato piinimo, ad altra variazio- 
ne non si soggetta , che al successilo accrescimento si- 
no al massimo. Questi due limiti , che aver può la 
grandezza , sono determinabili , e la maniera, di cui si 
serve l'Analista, dicesi Metodo de' Massimi , e Minimi. 

43Q.Perfissare questo metodo, rifletto che il crescere, 
o decrescere della grandezza si fa nel tempo , ed a passi 
infinitesimi successivi ; dunque il passo conscguente pa- 
reggia 1* antecedente , più V infinitesimo suo aumento. 
Or nello stato massimo, o minimo è incapace la gran- 
dezza di ulteriore aumento nel primo, e di ulteriore decre- 
mento nel secondo; dunque essendo giunta la grandezza al- 
lo stato massimo , o minimo, le sue differenziali sono=*>; 
dunque il criterio per avere la grandezza nello stato mas- 
simo , o minimo è il seguente : 



Sia da differenziarsi u* ; sarà d (a 3 )==y— -J r s=:a :r +" < ' J '— a x = 
a r (a' 1 ! — 1). E buttando l'espressione in serie, e servendomi del 
solo primo termine, essendogli altri al solito differenziali di ordide 
superiore , avrò da x z=za x (rt' /r )=(5 43^) a* (dxìa), come nel §-433. 

Il metodo è lo stesso per le seconde , terze ec differenza. 
Questa in breve è la celebre Teoria dei Limili, e la sna applica- 
zione al Calcolo differenziale. Avete qui tre metodi per diiìeren- 
ziaxeruno nel testo, deducendo veri là da verità, l'altro nella nota 
tld {'Si per mezzo delle grandezze logarìtmiche , ed il terzo , 
eh è questo de' limili. Ci snrrlibe il quarto ', eh' ò quello della 
sosti luzioue , ma perchè volgai issi ino , e si trova in tulle le isti- 
tuzioni , perciò lo tralascio- Ho l'alto ciò a solo oggeiio di far 
conipicudere il gran nesso delle verità matematiche , e U prodi- 
gioia estensione de' principi della Scienza. 
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Si metta il problema in equazione , e si differenzii; si 
facciala differenzazionerzo^ si prosegua ali assolamen- 
to della incognita , e si avrà il massimo^ o minimo li- 
mite della data grandezza secondo le condizioni date. 

44o« Vengo al fatto. Cerco dividere un numero 
dato in due parti in modo , die il loro prodotto sia il 
massimo possibile. 

Chiamo il numero dato «, una di luì parte a% e pereìò 
l'altra a—x\ dunque d(a—x)x=z.d(ax—x , )z=zadx—ixdx=z 
(a—2x) dx =o (a) ; e perciò sarà a — ax =o , ed a=ix, 

rdx=-. Il numero dunque dato dee dividersi in due 

parti uguali, affinchè il loro prodotto sia il massimo possi* 
bile. Gli si dia il valore numerico, e si troverà tale. 

44 1. Così ancora : Cerco dividere un numero in tre 
parti in modo , che il prodotto di tutte tre formino un 
. massimo. 

Chiamo x^y due delle parti , che cerco ; dunque la terza 
. sarà a— x—y, e perciò d(a — x—y)xy=d(axy — x'j—xj*)^ 
axdy-\-aydx — x % dy~2yxdx-y dx-2xydy~(a — x — 2y) 
xdy 4" (a — y — 2x)ydx=o\ dunque anche le parti=o , e 
perciò a — x — a/=o, a—y — ax^o. Or sono nel caso di 
maneggiare due semplici equazioni ; dunque a — 2f=x t 

td = x; e perciò a — 2y 1=8 t ossia la — kf=<i — y y 

.a , ia Sa — aa a , . 

ed 3=/ ; e cosi x=a — yss — ^ — ss 3 ; dunque le tre 

parti debbono essere uguali. 

44^. La soluzione di questo problema ci fissa un 
canone pel maneggio di una funzione Y di più varia- 
bili x , y , z , affinchè divenga massima , o minima. 
In tal caso sarà dV—Pdx+Qdy+Rdz ecc. Si fac- 

.... . • , ! , ■ , 

U) Dovendo estere dx ssso , sarà (a— ax) dn s=ao ; dunque tu- 
«he \ «Uro fattore a— zx a= 0. 
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eia P=o, Q—o , R—o , e si avranno tante equazioni , 
quante sono le incognite. Si maneggino al solito , e si 
avranno i rispettivi valori delle incognite nel caso del 
massimo , o minimo limite della graudezza. La grand' 
estensione di questo metodo si sperimenta specialmente 
Meli' applicazione dell' Algebra alla Geometria. 

LEZIONE XXVI. 

Composiiione della Grandetta Jiniia d%illa 
sua differenziale. 

443. Siccome nella Lezione XXIV. dalla variabile da- 
ta si è venuto alla sua differenziale ; cos'i in questa dalla 
differenziale data si risale alla variabile, cut appartiene. 
Questo metodo dicesi Integrale , o Sommatorie)) e'ì suo 
segno è s . Nella decomposizione si è camminato per si- 
curi sentieri , ma nella composizione troviamo una via 
troppo intralciata. Ne questo èun mistero nelle Matemati- 
che, ma una conseguenza della operazione. Di fatto sap- 
piamo , che qualunque data grandezza , si può elevare a 
qualunque potenza, ma nun da ogni grandezza, che ci si 
propone a considerare, come potenza, possiamo avere un* 
esatta radice: possiamo altresì avere un esalto prodotto, 
ma non sempre un esatto quoto. Qui dunque altro non 
faro, che dare la maniera d' integrare, assegnare i carat- 
teri delle grandezze capaci d'integrazione , e stabilire il 
metodo di approssimazione nella integrazione delle gran- 
dezze incapaci di esatta composizione. Eccoci dunque al... 

Problema inverso* 

444* Chiamo integrale , o sommatoria quella funzio- 
ne , che differenziata produce la differenziale data. Cosi 
perchè differenziando mx, produce (§.4™) "»rfx ; chiamò 



1 



i-»o i. n z ioni 

WUC integrale di »ij.r, e scrivo mx=zSmdx (a). Ora m</.r c. 
la differenziale tanto di wix , quanto di mx +; a ($.421); 
dunque a ciascun integrale bisogna aggiungere col doppio 
segno una costante C , e scrivere Smdx = mx +* C (b). 

44^* Scia differenziale , che si propone ad integra- 
re , ha i caratteri di quelle funzioni differenziate nella 
Lezione XXIV , o si può alle medesime ridurre ; in tal 
«raso è sempre suscettibile d* integrazioue , e nell'opera- 
zione basta dare passi opposti a quelli dati per la dif- 
ierenzazione. Quindi il Canone inverso a quello enuncia- 
to nel §. 4 '9 Ò cosi espresso. . . . 

Se ad una differenziale monomi n si aumenta dell' 
unità l' esponente della variabile , e f/uindi si divide per 
lo proilotto dell' esponente così accresciuto nella dif- 
ferenziale della variabile , si avrà V integrale cercato. 

44<->- Questo Canone generale patisce una necessaria 
eccezione, ed è, quando la variabile, che accompagna 
la sua differenziale, è elevata all'esponente — r, il che d or- 
dinario suol accadere nelle divisioni ridotte, o nelle fra- 



(a) D' Alembert volendoci generalizzare V idea del Calcolo 
Infinitesimale , ci fa vedere , clic siccome il Calcola differenziale * 
consiste in dedurre algebraicamente in un compendioso , e sem- 
plice modo il limite del rapporto delle differenziali evanescenti di 
due variabili dalia conoscenza del rapporto delle delle variabili ; 
cosi il Calcolo inlegralc consiste nel rimontare dall' algebrica co- 
noscenza dì questo limite conipeudinsamcntc all'algebrica conoscenza 
del rapporto delle delle variabili. Il Newton deduce questo, sistema 
dal metodo dell' csauslioni. 

(b) Affinchè si dia a C il vero carattere, di positivo cioè, 
o di negativo, si faccia nella formola integrata x=o. Se nulla 
rimane , c segno , clic si è avuta l'intera somma cercata; dunque 
1' integrale e completo , uè vi è Lisogno di C ; dunque C = o. 
Ma se l'atto * = o , rimane una grandezza positiva , questa indi- 
ca, che nella sommatoria cercata vi è di piti del dovere ; dun- 
que bisogna toglierlo, e l'integrale sarà completo con dargli — C, 
i,o*i s,e latto 1=0, resta una grandezza negativa , si dara-f- C 
all' integrale , per iendcrlo completo. 
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xioui da ridursi. Di fallo S ^ =(§.3 7 ) Sjf* aS) 

Sr-'^ m ggj ± Om i ± te • . ■ 

Per evitare questo assurdo, rifletto che y~' <//=(§. 3 7)^; 

dunque (§.42G) = f/lj ; e perciò devesi in simili casi ri- 
correre a* logaritmi. 

447- Vengo all'applicazione del Canone. 

I. Dal §.420 ho mdx\ dunque .S W*=($.36) Smx* dx= 

te t /-\ "'■>■' dx . , 

«•4«- (oTiyrfx = m x±c. 

II. Così dal §.4ai ho ydx+xdy. Qui suppongo x*= y \ 
ed \™S{ r dx+xdy)=${xdx+xdxy= Sixdx—{%.^) x' 
=xx;c sostituendo/ ad unx^vròS^'dx+xdtfzkjcj+C. 

III. Dal §.4aa ho ixdx\ dunque S2xdx= 2 ~ =x'-^C. 

a — 



IV. Così dal §..4*3 ho ; dunque S ^f=f^ _ 
Kccoci al caso del §-446; dunque dico così: S y — 

j j 

ticx nds 

V. Così dal $.4*5 ho m • dunque S ~ = 



mx 



n m n 

~ x ~~ mi 



(S-445)^_ = x w = (§.88) Vx ± c. 

« io 



• 



/ 
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Integrazione delle funzioni Logaritmiche. 

448. Avendosi la differenziata dì una grandezza loga- 
ritmica condividere ($.4&6) 1* difleren»iale della varia- 
bile, cui appartiene il logaritmo, per la stessa variabile; 
sarà perciò il logaritmo del divisore l'integrale cercato. 

dx 

Dunque àS-^-s» Ijc (§.4»6). 
Così S— = — he = 1 - (J.a8tf). 

E generalmente qualora il numeratore è tliftereniiale del 
denominatore , o multiplo , o submulti pio della slessa 
differenziale , l' integrale sarà sembra il ioga ritma del 
denominatore, o il multiplo, o submultiplo del suo lo- 
garitmo. Quindi S± ~^~j~7 IcV ± i*). 1 

44&* Mi propongo ad integrare Sia lx = e 

sarà CS-4?6) dj — ^ ; dunque^ = --^ ma ($.426) 

ds d » 

1^; dunque S t= S -2 = \y = Ux + C,comc nel §-43 1 , 

supponendo il modulo 1. Donque 1 J integra xiouc de* 
logaritmi di logaritmi consisti» in una sostituzione. . 



I lèi 



Integrazione delle funsiam Esponenziali. 

45o. i^e ora invei to il metodo tenuto ^nel $-433 , avrò 
l'integrale di a*\adx\ cioè S a a \adx^=^-^£^a x {^.i\Z'Ò). 

45i, Se ceico£ x r (/x*^— +*i*»rJ» 8 »r- 
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5 

pongo x r = fc, ed ho (§ 390) 1» =flr; e differenziando, 

sarà * = r s (*""' <^+^^4- </aLrly)nr dunquerfa=: 

Au^e Sdu =S Au\ ossia w — SAtt, ossia c=Sx A, co- 
me nel §-4^7 : rnelotloclic lutto consisti* libile sostituzioni. 

L £ Z ì 0 N É XXVIL 

■ 

Grandezza Infinitesimali non delia forma ordinaria % 
tmi suscettibili di esatta còìnpùsitione. 

1 

45*. GrciBRALMEKTE una forinola diflèronziataè suscct» 
tibile di esalta integrazione, qualora è delle forme del* 
le difièrcnoazioni della Lesione XXIV., come sì è ve- 
duto nella Lezione antecedente. Ma se tale non cemv 
pari sco, ed a quelle formo può ridursi, sarà anche su- 
scettibile di esatta integrazione. Queste forinole noi qui 
esaminiamo. 

453. Se comparisce la formola ddx {b+x) m , suppongo 
s=H-x,dunq uedz**dx, perciò* w, k«a(è-f-x)"' ,eddi£r(6+x J»« 
c= az m dx= s az dz grandea^a integrabile. Dunque . * . 

TEOR. GXXVilL R integrabile per mezzo della 
sostituzione qlMhtnqiie prodolio differenziale ,. di cui 
un fattore è differenziale dell' altro fattore , benché 
questo sia elevato a potenza. 

454. Mi prepongo ora ad esaminare k. forinola 
x*tkx(<t+kt'Y % nella quale suppongo p numero intero, 
e positivo. 

Se sciolgo la potenza (a-\-bx n ) ne' suoi termini, questi 
saranno ($.77. 1 ) *=» ; e perchè il binomio è molti- 
plicato per X'"djr % sarà» perciò ogni termine della potenza 
anche moltiplicato per x m dx y forrnok integrabile per la 
teorema fondamentale Dunque .... 
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TEOK. CXXIX. È integrabile sciolta ne' suoi 
fattori la formola differenziale x' n dx((i-\-bx ) p , nella 
quale p è un numero intero , e positivo. 

455. Nella formola antecedente x m dx{a-^bx n y ac- 
rresco dell' unità l'esponente della variabile del fattore 
semplice, c sia m-f-i = e perciò m=zn — 1. La for- 
inola precedente dunque si trasforma in x'"~'dx (a-\~bx J-* 
Ma qui il fattore semplice è differenziale della variabi- 
le , eh* è ncir altro fattore elevato a potenza ; dunque 
(§.453) è integrabile. Dunque .... 

TEOR. CXXX. È integrabile il protlolto diffe- 
renziale di un semplice fattore perlina potenza bino- 
mia , se V esponente della variabile del semplice fat- 
tore accresciuto dell* unità pareggia V esponente della 
variabile del binomio. 

456. Suppongo ora l'esponente m della variabile 
nel semplice fattore accresciuto dell' unità, il quale diviso 
per n esponente della variabile del binomio dia un 

numero intero, e positivo. Dunque nella forinola x m dx 

_ i. 

(a-\-bx") p sarà r-X- = i,ed;»+ 1 = n, ed m—.n — 1; on- 
de la formola si trasformerà in quest'altra x~dx(a-\-bx) 1 ', 
formola integrabile (§.455). Dunque .... 

TEOIl. CXXX1. È integrabile il prodotto diffe- 
renziale , di cui la variabile del semplice fattore ac- 
cresciuta dell* unità nel suo esponente, sia questo e- 
sattamente divisibile dall' esponente della variabile 
dell' altro' fattore binomio elevato a potensa. !_ 

457. Vengo al caso pratico. Cerco òV dx(a'-\rx % j . 

Ksscndo . ì~ = Ì= 3, la formola dev' essere integrabi- 
le ($.45G). Hicorro al metodo più facile, eh* è quel- 
lo della sostituzione', e fo a* x' = z ; dunque x' = 
a— a\ ed x = y(z— «'); dunque x* = (2— -rt') y (s— «»). 
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Differenzio x\ ed ho (§.4 23 ) zxdxz=dz , e dx = -* r= . . 
» V ' dunf I uc x% dx={z-a*)r ( s _^)(_A- %))ì 

. c l'intera differenziale *' tir (a'+jr'^^z-lrt')^*-"') 

» A i • 

. th '- zih — ad:, t . z ' di — a z 1 di 

-~ -z 5 =( )s' = (§.a&) 1 ; r 

i 4 i ' 

perciò - S i di— rt* 5Vrfz = (§.44>) 

-rt * 4- f_lt> 3rt J * % -4- — 

i — -4 "8 ~ 

3s* (f 4 -«-) ± C = 5 3 6 (4r--3„-) K(«*+*?± C- Ec- 

co i i forinola data quantunque non sia comparsa sotto 
le solite furine, pure si è soggettata alla integrazione 

LEZIONE XXVIII. 

Grandezze infinitesimali non Suscettibili 
di esatta composizione. 

* . * 

/p8. Vi è una multipli* n* di casi , ne' quali le diffe- 
renziali non solo non hanno la forma debita della inte- 
grazione Lez. XXIV., ma neppure a questa si possono 
ridurre o colla sostituzione, o colla soluzione in fattori 
Lez. XXVII .; per cui bisogna buttarle ih serie, integrarle 
termine per termine, ed avere cosi l' integrazione appros- 
simante. Or^iecome una frazione, o una potenza imper- 
fetta si può buttare in serie o colla volgare divisione 
(§.a44)i o colla cs tra lionc della radice all' 1 ululilo ($-7^)* 
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o colla formola del binomio (§-q3), o col metodo de* coefH- 
rienti indeterminati (N.a47);cnsl può pittarsi anclie in scric 
ima formola qualunque differciuialc. Delle tre serie pe- 
rò divergente , parallela , e convergente 1* ultima e al 
nostro caso , perchè ci fa approssimare al vero valore. 

45g. Mi propongo ad integrare la formola * , 

la quale non Imi carattere d* integrazione algebrica. La 

butto in serie , ed ho dx = i d x +^ dx + -5 àx 

+ -3 dx + . . . ecc. ; ed integrando , sarà S — dx ~ 

x + 4*+— Ir ««e "+* C? , internale 

il più prossimo al cercalo 

4<3o.Mi propongo ad integrare laibfumla xdx(#-\-xY % 
nella quale sia p un numero qualunque intero o fratto, 
positivo 0 negativo, ma sia x>d. Fo la potenwt 

di (a+xf ($.8o)," ed ho a p + p a'"" x + p(^-) a 

ecc.; e moltiplicandola per xdx, ed integrandola, avrò 

Sxdx(a+x) p =: a p — + jwz p_ ' * -f-€cc. ... i C, integrale 

il più prossimo al cercato (b), 

46r. Mi propongo ad integrare la formola • 

, ~— ■ ! 

(rt) Questa srrie è cótirerfcetite fitto 1 chi! <i > x. Ma te a 
< », in «t **w « divergènte , ed inalile. Si wadéper* Conver- 
genti se la formola si scrive io cjuesta guisa 



(/>) Se p è numero intero , e positivo , la sarie contiene un 
numero finito di termini. Se poi è numera fratto , la serie va 
all' inforno , ed è mlcgi abile , cotte ttef J 4^9* 



/ 
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ed integrando avrò S * («' + fy)' =j + — + 

ecc. . . . > "fr" C , 
462.HÌ propongo ad integrar* 1» formulaci 

Butto in serie (1 — y*\ , ed integrando avrò 

sjjr (.-yy i ^r+{ +g + e„ te 

4G3, Mi propongo ad integrare la l'orinola t , 

ed' avrò ^=^i+x'r^x~ *' + Ì - £ + £ 
— ecc ± C. 

^//ra metodo et integrare per Serie* 

4<>4- Iauixtto sulla veri» ìi stabilita nel $. 4»»» c vedo, 
che = xt/j+jr/.r; dunque .xj = iS'.r<iy -j- »S/t£r , 

c perciò SjciIj— xjr — Sydx. Or suppongo A' funzioue di 
jr, ed ho in generale SXtùczzXx—SxtlX. Dm>quo . . , 

TEOR. CXXXII. L'integrale mia differenziale 
di una variabile moltiplicata per una sua fuuzwne 
pareggia il prodotto della variabile nella funzione , 
meno V integrate della variabile moltiplicata pei' la 
differenziale della sua funzione. 

455. Questo teorema ci conduco ad un elegante e 
facile metodo d'integrare per serie. Di fallo valuto. 
fjcdX nella espressione del paragrafo antecedente, e per 

it ST 

venire a capo di questo, fo dX^sX t a\e\ e perciò 
dunque SxdX^SX'xdx^fM^)^^^^ - Valuta 
— — con fare dX'zxX" dx , e nella stessa guisa avrò 
S**dX* SX"x'dx x*A" Sx\iA" , . 

— — = — - — ~~rr — a~r~' c C0Sl mna " ai * 



LEZIONI 
Sostituisco questi valori nella formola del §«464, ed avrò 

SXdx=xX—*X'+— i X" r ^- f X " + -4tt X "" 

2 a i 2 3 • 4 1-3-4-5 

— ecc. integrazione per serie , come si vede. 

466. Or se ne'supposti valori delle successive gra- 
duazioni di A* prendo , come costanti , le dx , essendo • 

A' =^(§.465) , ed A*" s i^-, saranno le loro differenzia- 

« ($.437) dX dX» = rf -#= ( ^=0; 

,U"' = 0ecc. ; dunque A'=f ; A"= £ = ' 

d X" V 

A'" =-^- = — Vece. Sostituisco questi valori nella for- 

X* il V 

nuda del §-465, ed avrò SXdx^zXx 

— TT~t .. , , , + ecc. serie cercata. 

a 3 lix 1 2.3.4 dx' 

467. Vengo all' apphcazioue dell' esposta dottrina, 
c cerco S Fo X = -4— , differenziando, avrò dX 

8=5 (ìcU-j)" **' v "*° 1 ucsta espressione per dx , e sarà 

j7 == ^^_ t ... Differenzio di bel nuovo 1' espressione dif- 
ferenziata con supporrò dx costante , ed ho d % X= 

/xadx~\-ìxdj (d-f-0 *dx % . . 

" f-pfcji ~) "<**=• (^7)«(H=)=W=? ' ,a r '" a 
Jiviwper,**, mi.u^»-^.: ... 
Differenzio di bel nuov© A, supponendo costante <&r' , 

ed .wò <^= =^±^!±J!±±.' = 

(«+») 
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v (*^*)* («+*)' 1 

sarà = — , a ,' s ; e cosi del resto. 

Or essendo X^z — ^— , sarà 5 —*—=SXdx. Sostituisco 
ti inique i valori trovati nella serie di sopra , ed ho 

= 1 +^+iy +3(4^? • • • • ± ° 

468. Portiamo più innanzi questa dottrina» e si cer- 
chi l' integrazione della differenziale foga ritmica Xdx\x . 
l'o U==/ , ed Xdx =2 dz , dunque SXdxìx = Sjd z = 

r-~^^(r = IxSXdx- ($.426) -S Xdx. S'in- 

tegri ora Xdx , e — SXdx col metodo del §-465 , e si 

avrà l'integrale cercato. 

4^9* Finalmente mi proporigoad integrare una dif- 
ferenziale esponenziale espressa da Sa* dx. Per ciò fare, 

riprendo la formola (§.3ai)n=;i-f--^4"— ^ + ^-3 

+ ecc. , ed in vece di n sostituisco a x , ed ho a x =i -f-~ 
H — - — (-' —^--f- ecc. Quindi si moltiplichi questa se- 
rie per dx t c s' integri , come nel paragrafo antece- 
dente , e si avrà l' integrale cercato. 
Ecco come la semplicissima maniera di differenziare pro- 
dotti ci conduce all'elegante metodo d'integrare per serie. 

470. Qui finisce l'Opera, e qui sciolgo la promessa data. 
Termino io di scrivere, e dà principio il Pubhlico all'esa- 
me di ciò, che ho scritto. So, che il Pubblico non deve in- 
g umarsi, e perciò non ho punto deviato da ciò, che gli ho 
promesso. So , che il Pubblico non inganna , e perciò son 
sicuro di quel retto giudizio , che all'Opera si compete. 

«7 



JYotjtte vero puttmduni est , integrar» Antdj&in jam- 
dum esse inventarti ; quia potius tcnendum , pluri- 
ma adhuc subsidia deesse posterorum industria de- 
tcgenda. 

WoLFIUS IR PRAF. AD ELEM. k&klSt. 
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